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1 Einleitung

1 Einleitung

Im Jahr 1905 hat Rogowski in [1] eine Methode zur Bestimmung der Streuinduktivitdten
von Transformatoren beschrieben. Allerdings beruht sein Modellansatz auf der Annahme
von Gleichstromfeldern. Dariiber hinaus sind ftir die Wicklungsgestaltung geometrische
Voraussetzungen getroffen worden, die nur eingeschrdinkt auf moderne Leistungstransfor-
matoren iibertragen werden kdnnen. Man kann sich in der Praxis dadurch behelfen, dass
man Erfahrungsfaktoren einffihrt, die eine Kompensation der systematischen Fehler in der
Formel von Rogowski bewirken. Jedoch bei Sonderkonstruktionen wie z.B. Doppelstock-
Transformatoren ist die Rogowski-Methode praktisch nicht mehr aussagefgihig.
Neben diesen einfachen analytischen Formeln bietet heute die fortgeschrittene Rechner-
technik die M6glichkeit, nummerische Verfahren zur Streuinduktivitdtsbestimmung mittels
einer Feldberechnung einzusetzen. Am Gebrduchlichsten sind dabei die Methode der finiten
Elemente und die Methode der finiten Differenzen. Wdhrend sich bei diesen beiden Ver-
fahren alle Windungen eines Transformators auch heute nicht anndhernd erfassen lassen,
ist dieses Ziel mit der in dieser Arbeit vorgestellten Randelementmethode selbst bei gro~en
Leistungstransformatoren durchaus realistisch. In diesem Zusammenhang wird untersucht,
wie detailliert eine Modellierung sein muss, um hinreichend genaue Ergebnisse zu liefern.
Als Grundlage fiir die Berechnungen mit der Randelementmethode verwendet man wie bei
Rogowski ein zweidimensionales Transformatorenmodell, in dem die Transformatorwindun-
gen abgewickelt werden. Sogar dieses relativ einfache zweidimensionale Modell eignet sich
bereits zur Berechnung der magnetischen Felder und liefert wertvolle Aussagen. Mathema-
tisch wird das Feldproblem durch eine Randwertaufgabe beschrieben, die mit der Randele-
mentmethode geltst wird. Dabei wird das Vektorpotential auf den.Rkndern diskretisiert.
Bei realen Nachbildungen ergeben sich grolle lineare Gleichungssysteme, die zu mehr als der
Hilfte besetzt sind. Gerade ftir diese Aufgabe ist der kontinuierliche Zuwachs an Rechenlei-
stung in der Vergangenheit von besonderer Bedeutung.
Aus der Lsung solcher grol3en Gleichungssysteme ergeben sich in einfacher Weise die in-
duktiven Kopplungen der Transformatorwindungen. Diese wiederum ermdglichen es, die
Streuinduktivitdten ohne Erfahrungsfaktoren allein aus den Entwurfsparametern zu bestim-
men. In dhnlicher Weise sind auch Nullinduktivitdten und Kurzschlussverluste, jedoch nicht
die Eisenverluste, berechenbar. Neben zwei Transformatoren herkdmmlicher Bauart werden
auch ein Doppelstock-Transformator sowie zwei Folientransformatoren untersucht. Dabei
reicht der Leistungsbereich vom 50-kVA-Transformator im Praktikumsbetrieb bis zum 63-
MVA-Leistungstransformator.
Als Erweiterung der Streuinduktivitktsberechnung wird eine Kraftberechnung fiir beliebige
Wicklungsgeometrien diskutiert, die ohne eine nummerische Integration fiber die Leiter-
querschnitte auskommt. Auch hier werden mit der Randelementmethode Konstruktionen
untersucht, bei denen auf Rogowski basierende Rechnungen ohne Erfahrungswerte nicht
mehr angewendet werden kdnnen.
Durch die Verallgemeinerung des Feldproblems zu einem Netzproblem unter Hinzunahme
von kapazitiven Kopplungen zwischen den Leitern kdnnen Frequenzgdnge von Transforma-
torenmodellen mit realistischen Induktivitaten und Kapazitditen bei realitditsnahen Win-
dungszahlen ermittelt werden. Diese Frequenzgdnge gestatten es, die Eigenfrequenzen der
Modelle zu bestimmen. Weiterhin sind Einblicke in Vorgdnge innerhalb der Wicklungen bei
den Eigenfrequenzen mdglich. Eine Analyse der Stromverteilungen in den Windungen soil
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die vorn magnetischen Feldbild her bekannten Elgenformen auch in der Stromverteilung auf-
zeigen. Dabei kbnnen diese Eigenforrnen bis in den Frequenzbereich untersucht werden, in
dern einzelne Windungen gegeneinander schwingen.
In der vorliegenden Arbeit werden die heute verfligbaren Rechner eingesetzt, urn die in [2] be-
schriebene Randelernentmethode praxisnab anzuwenden. Dabei werden die in [3] dargestell-
ten tbeoretischen Grundlagen zur Berechnung- von Streuinduktivithren und Frequenzgdingen
angewendet. Wdhrend in [3] die Rechnungen noch auf kleine Modelle beschrdnkt bleiben,
k6nnen nun fast vo1stdndige Transformatorenmo del le untersucht werden, urn die M6glich-
keiten und Greozen des zweidimensionalen Modells herauszuarbeiten. Dariiberhinaus kom-
men erweiterte Berechnungsrniglichkeiten wie die Berechnung der Kurzschlussverluste, der
Nullinduktivittiten oder der Wicklungskrdfte hinzu. Zundchst wird jedloch auf die Feldbe-
rechnung eingegangen.
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2 Lhsung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

2 L15sung eines Randwertproblems mit der Randele-
mentmethode

In dieser Arbeit werden die erforderlichen Feldberechnungen mit der Randelemeotmethode
(englisch boundary element method) - wie in [2] beschrieben - durchgefiihrt. Diesem Verfah-
ten liegt emn Randwertproblemn Zn Grunde, weiches zunachst erldutert wird. Anschlie~end
wird die Lbsung des Randwertproblems dutch Diskretisierung der Leiterrlinder in Rand-
elemente betrachtet. Es ergibt sich dabei emn lineares Gleichungssystem, das mit einemn fit
gro~e Blockmatrizen angepassten Gaul3-Algorithmus geli~st wird. Nach der Er1duterung die-
ses Verfahrens werden die Mbglichkeiten diskutiert, die erhaltene Liisung auszuwerten.

2.1 Formulierung des Randwertproblems

Zundchst wird gezeigt, dass sich das Randwertproblem aus einer Vielzahl von Helmholtz-
schen Differentialgleichungen nd einer Laplaceschen Differentialgleichung zusammensetzt.
Zn verkniipfen sind diese Gleichungen dutch Randbedingungen an den Grenzfldchen und im
Unendlichen. Grundlage dieser Uberlegungen ist dlas im. Folgenden erl3.uterte Modell eines
Transformators.

2.1.1 Beschreibung des verwendeten zweidimensionalen Modells

In [3] ist die Randelementmethode flit das vorliegende Problem spezialisiert worden. Prin-
zipiell wird es in Querschnittsfldchen von in z-Richtung unendlich langen Leitern in der
xy-Ebene modelliert. Soiche Leiter weisen aus Grtloden der Symmetrie nut parallelebene
magnetische Felder auf, die nicht von der z-Koordinate abblingen. Sie liegen nut in der
xy-Ebene; daher kann das ganze Problem - Geometrie nd Felder - allein in dieser Ebe-
ne beschrieben werden. Emn soiches Modell kann naturgemal langgezogene Leiter wie z.B.
Leitungen nachbilden, abet es eignet sich auch zur Darstellung von Transformatoren odet
Wandlern.
Diese Betriebsmittel weisen einen Eisenkern auf, dessen Schenkel wesentlich das magnetische
Feld prligen. Det Schenkel mit den konzentrisch um diesen gewickelten Windlungen sowie die
entstehenden Felder bilden emn weitestgebend rotationssymmetrisches System, das man sich
- wie in Abbildung 2.1 vetanschaulicht - ahgewickelt votstellen kann. Jedle Windlung witd
votne und hinten dutchtrennt. Beide Teile werden zu einem geraden Leitet in z-Richtung ab-
gewickelt. Betrachtet witd nut dessen Schnittfldche mit det xy-Ebene. Mit der Abwicklung
uiberfiihtt man das dteidimensionale rotationssymmettische Feldproblem. in emn zweidimen-
sionales parallelebenes Ptoblem. Im weiteten Verlauf det Arbeit werden die diskutierten
Ergebnisse zeigen, dass dieser Schtitt bei Leistungstransformatoten eine zulhssige Nlihetung
dlarsteilt.
Wie schon angedeutet sind von der Geometrie der Leiter nut die Quetschnitte in der zy-
Ebene relevant; diese sollen stfickweise glatt berandet seio. Flit reale Leitet stelit dies keine
Einschrlinkung dat. Es werdlen insgesamt N von soichen Leiterquerschnitten modelliett. Bei
einemn Transformatot muss man neben den Windungen auch den Eisenketn darstellen. Die
physikalischen Eigenschaften eines jeden Leiters n mit 1 < n < N werden dutch seine elek-
ttische Leitfhhigkeit an, und seine telative magnetische Petmeabilitat pim festgelegt, die liber
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2.1 Formuhierung des Randwert problems

3

2 2\ /

Bild 2.1: Abwicklung einer kconzentrisch gewickelten Windung. (1) Auftrennen der Windung, (2) Abwicklung,
(3) Quersclinittsfldche in der xy-Ebene.

die gesamte Querschnittsfluiche als konstant angenommen werden. Beide Grdfen miissen
endliche Werte annehmen.
Neben den Leitern bestehen Transformatoren natiilich auch noch aus weiteren Materialien,
die sich zwischen den Leitern befinden und meistens zur Isolation dienen. Die wesentlichen
Tsolatoren sind in diesem Fall 01 und lKunststoffe sowie auch Luft. Allen diesen Materialien
ist gemeinsam, dlass sie keinen Einfluss auf das magnetische Feld ausilben. Sie weisen eine
relative Permeabilitlit von M,. 1 auf. Daneben ist ihre elektrische Leitfiihigkeit als Isola-
tor durch a = 0 gegeben. Diese gemeinsamen Eigenschaften erlauben es, die Gruppe der
nicht-magnetischen Isolatoren wie emn Material zu behandein. Deshalb wird hier our noch
undifferenziert von Isolierung gesprochen.
Eine Einschrdnkung des hier verwendeten Modells besteht darin, dlass sich keine zwei Leiter-
querschnitte beriihren dtirfen. Zwischen ihinen muss sich immer emn endlicher Zwischenraum
aus einer Isolierung befinden. Dieses entspricht bei Leistungstransformatoren den tatsdchli-
chen Verhdltnissen und stellt damit keine Beeintrachtigung dar. Andererseits diirfen sich die
verschiedenen Isolationsmaterialien direkt beriihren, weil sie - im Hinblick auf das untersuch-
te Feldproblem - identische Eigenschaften aufwveisen. So bildet z.B. eine Kunststoffisolierung
urn einen Leiter mit dem sie umgebenden 01 eine Flache.
Zu beachten ist, dlass die modellierten Leiter durchaus Hohlrdume - wie z.B. die Fenster eines
Eisenkerns - aufweisen kijonen. In den Fenstern diirfen weitere Leiter liegen, die wiederum
Fenster haben kbnnen. So lassen sich auch Transformatoren mit einem Kessel nachbilden
(siehe Buld 2.2). Dieses recht grobe Modell besteht aus drei Lagen ffir die Unterspannungs-
wicklung, 56 Scheiben in der Oberspannungswicklung und je einer Lage fur Grob- und
Feinstufenwicklung. Der Kessel ist gestrichelt angedeutet.
Naclidem die Geometrie und die physikalischen Eigenschaften des Modells festgelegt worden
sind, muss noch die Anregung definiert werden. In jeden Leiter n soil emn harmonischer Strom
mit der Amplitude I,, eingeprdgt werden. Die Frequenz f 1st bei alien Strdmen identisch.
Dieser Strom ist als integrale Gr6lle iiber die gesamte Leiterfldche zu verstehen. Allerdings

4



2 Lbsung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

3

1: Luft aul~erhalb
2: Isolation zwischen Kessel

und Eisenkemn
3: Isolation in den Fenstern

im Eisenkern

Bild 2.2: Darstellung der Querschnittsebene eines 110-kV-/1O-kV-Ttransformators. Die Bereiche 1,2,3 kenn-
zeichnen Nichtleiter.

weicht dureb die ebenfalls zn beriicksichtigenden Wirbelstrdme die lokale Stromverteilung
von der mittleren Stromdichte im Leiter ab und ist noch Zn berechnen. Reine Oberfldchen-
str6me an den Randern der Leiter sind nicht zugelassen.
Nur prinzipiell stimmt das bier beschriebene Modell mit demn von Rogowski in [1] einge-
schiagenen Weg iUberein. So sind die strengen Einschrdnkungen Rogowskis beziiglich Form
und Lage der Windungen aufgehoben. Es sind auch deutlich von Rogowskis Geometrie
abweichende Konstruktionen wie Bandtransformatoren oder Doppeistock-Transformatoren
berechenbar. Weiterhin kann im Gegensatz zn Rogowski emn Kessel beriicksichtigt werden.
Zuletzt ist die Wahl der Stromeinprdgung freigestelit. Es miissen nicht alle Leiter tatsdchlich
mit Strom beaufschlagt sein.
Ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen wird nun das bereits erwdhnte Randwertpro-
blem. formuliert. Dazu werden Helmholtzsche Diff'erentialgleichungen sowie eine Laplacesche
Differentialglichung abgeleitet.

2.1.2 Ableitung der Helmholtzschen Differentilgleichungen

Bekanntlich bilden das Faradaysche Induktionsgesetz

Vx j-B, (2.1)

das Amperesche Durchflutungsgesetz

a -
Vx H= + -tD ,(2.2)

das Coulombsche Gesetz

0~= (2.3)

5



2.1 Formulierung des Randwertproblems

und

V - B= 0,(2.4)

die Maxwellschen Gleichungen. Darin bedeuten k die elektrische Feldstdrke, R die magneti-
sche Feldstiirke, iB die magnetische Induktion sowie S die elektrische Stromdichte. Zus~itzlich
werden fuir die Feldberechnung das ohmsche Gesetz

_ crE(2.5)

und die Materialgleichung

B = H(2.6)

mit der elektrischen Leitfbhigkeit ar und der magnetischen Permeabilitiit ft venvendet. Au-
fBerdem werden in dieser Arbeit nur Felder mit harmonischer Zeitabhdngigkeit betrachtet,

so ass _jDjwD gilt. Die Kreisfrequenz w soil klein genug sein, damit jwD2 gegenfiber S
vernachliissigt werden kann. Deshaib muss im Folgenden die Verschiebungsstromdichte if)D
aus Gleichung (2.2) nicht weiter beriicksichtigt werden. Das Amperesche Durchfiutungsge-
setz geht dann iiber in

tx H1 = S. (2.7)

Mit der tiblichen Definition

= xA (2.8)

ergibt sich die magnetische Indluktion F3 aus dem Vektorpotential A. Die Existenz eines
Vektorpotentials, das Gleichung (2.8) erfillt, ist durch die Maxwellsche Gleichung (2.4)
gewdhrleistet. Aus dem Vektorpotential A~ ktinnen alle weiteren Feldgrdl3en bestimmt wer-
den. Mit der Beziehung (2.1) folgt durch Einsetzen der Definition (2.8)

o V xE f+ -B f3 V xE + -xA). (2.9)

Wegen der harmonischen Zeitabhdngigk~eit sind alle Gr6lBen zeitlich beliebig oft differenzier-
bar. Die ritumlichen Ableitungen von A sind wegen der Zusammenlibuge (2.8) und (2.1)
mindestens bis zur zweiten Ableitung gesichert. Bei der somit vorhandenen zweimaligen
Differenzierbarkeit von A4 dtirfen die Differentiationen vertauscht werden:

0rV (E+±"a) = t (R + ij) . (2.10)

Nach [4] impliziert diese Eigenschaft die Existenz eines skalaren Potentials 0, ffi dessen

Gradienten tO

to (X,Y, Z) =.(X, Y) - jw- (X, Y) (2.11)

6



2 Liisung eines Randwertproblems mit der Randelemeotmethode

gilt. Ersetzt man mit Gleichung (2.11) 2 im ohmschen Gesetz (2.5), so erhdlt man

= =-01 (iwA + ).(2.12)

Schlielich eliminiert man damit die Stromdichte S aus der Poissonschen Differentialglei-
chung der Magnetostatik (vgl. [41):

AA = -IS = tCr(iWA+ V0) . (2.13)

In dieser Arbeit werden allein ebene Felder in der xy-Ebene betrachtet. Aus Symmetrie-
griinden kann man das Vektorpotential A in der Form

A(IY) z)=(0 (2.14)

ansetzen. Es geniigt sowohi der vierten Maxwellschen Gleichung (2.4) als auch der Coulomb-
Eichung

tV-A = 0, (2.15)

wie u.a. in [3] gezeigt ist. FUr eine zweidimensionale Geometrie besitzt neben dem Vektorpo-
tential A auch das elektrische Feld f our cine z-Komponente. Somit werden die x- und die
Y-Komponenten des Gradienten (2.11) identisch Null, wahrend die z-Komponente our noch
von x und y abhangt. Damit muss die zweite Ableitung in z-Richtung audi verschwinden,
so dass die z-Komponente des Gradienten to mit einer noch zu bestimmenden Konstanten
K als

V jw.K (2.16)

geschrieben werden kano. Durch diese Konstante ergibt sich die z-Komponente der Diffe-
rentialgleichung (2.13) zu

AA, (x, Y) - jwAio (A. (x, Y) + K) = 0. (2.17)

Berticksichtigt man AK = 0, so gilt

(A - ji-A-) (A (x, y) + K) =0. (2.18)

In dieser Form entspricht die Gleichung einer Helmholtzschen Differentialgleichung . Sie gilt
jedoch our innerhalb eines Mediums mit konstantem /.t und a. Bei dem hier betrachteten Mo-
dell hat man versehiedene Medien mit untersehiedlichen physikalischen Eigenschdften. Man
muss daher jedem Leiter eine eigene Konstante Kn zuweisen. Damit ergibt sich abschliellend
fUr die n-te Leiterquerschnittsfiache die giiltige Helmholtzsche Differentinigleichung

(A -jW.un) (A (x, y) + K.) = 0 fiir 1 < n < N (2.19)
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2.1 Formulierung des Randwertproblems

mit der Anzahl der Leiter N. Aul~erhalb der Leiter, also in der umgebenden Isolierung, folgt
aus Gleichung (2.19) mit der Isolationsbedingung c7= 0 der Spezialfall einer Laplaceschen
Differentialgleichung

AA, (x, Y) = 0. (2.20)

Den gesamten Raumn der Isolierung beschreibt nur eine einzige Laplacesche Differentialglei-
chung. Daher werden f~r das aus N Leitern bestehende Problem eine Laplacesche und N
Helmholtzsche Differentilgleichungen benbtigt. Die Differentilgleichungen miissen durch
die nachfolgenden Stetigkeitsbedingungen verkniipft werden. Bei diesen Bedingungen ban-
delt es sich im mathemnatischen Sinn om Randbedingungen.

2.1.3 Formulierung der Randbedingungen

Als erste Stetigkeitsbedirigung soil das Verhalten der Tangent ialkom ponente Ht der ma-
gnetischen Feldstdrke R beim Ubergang von einem Medium mit der Permeabilitdt P, in
emn anderes mit der Permeabilitdt A2 untersucht werden. GemdA3 [4] erfolgt dieser U0ber-
gang stetig, sofern in der Grenzfldche - wie vorausgesetzt - keine Fldchenstrbme fliellen.
Mathematisch kann der Sachverhalt durch

0 =(& 2 - A,) x i (2.21)

beschrieben werden, wobei ii den Normalenvektor der Grenzfihche darstellt. In dem hier ver-
wendeten zweidimensionalen Modell sind die betrachteten Grenzfigchen zwischen zwei Me-
dien in z-Richtung unendlich ausgedehnt (vgl. Abbildung 2. 1), so dass der Normalenvektor il
immer senkrecht zur z-Richtung stehen muss. In diesem Fall ergibt sich emn Normalenvektor
der Form

il = ) .( 2.22)

Mit &~ wird die magnetische Feldstdrke an einem Ponkt (xi, yi) bezeichnet. Dieser Punkt
liegt im Medium i so dicht an der Grenzfldche, dass die Punkte (xi, Yi) und (X2 , Y2) our
einen infinitesimal klinen Abstand voneinander aufweisen. An diesen Pnnkten ergibt sich
aus dem Bisherigen die GrO~e der magnetischen Feldstdrke zu

Hi i 0l

-~~(~y~i. (2.23)
0l /

Setzt man die so bestimmten Feldstdrken H, und Hl2 in die Stetigkeitsbediogung (2.21) emn,
folgt
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2 Lisung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

0 = ( -L"L(z(X, 2)+ L )A ) x (n)
= (0,, 1--A T X (X, Y2) l- (X 1 YO n

+ ( ' a (X2,Y2) - a j (Xi, V1)) - n' (2.24)

Mit der Schreibweise n. - + ni = -L fUr die Ableitung in Normalenrichtung l isst sich die
z-Komponente dieser Gleichung zu

(Xi, 18- (2,Y2 (2.25)

umordnen. Das Ergebnis (2.25) stellt die erste Randbedingung dar, mit denen die Differen-
tialgleichungen (2.19) und (2.20) an den Grenzfld.chen zweier Medien zu verkniipfen sind.

Eine zweite Randbedingung erhlt man aus der Stetigkeit der Normalkomponente R. der
magnetischen Indluktion P. In [4] wird diese Bedingung mathemnatisch als

0 = (A I~)-i! (2.26)

beschrieben. Wiederumn ist Ai der Normalenvektor der Grenzfl5gche zwischen den beiden Me-
dien, wdhrend ki die magnetische Induktion an dem Punkt (xi, yj) im Medium i dlarsteilt.
Beziiglich des Abstandes der Punkte gilt das oben Gesagte.
Nun wdhlt man zwei Fldchen Oi mit 1 < i < 2 parallel zur Grenzfldche der beiden Me-
dien. Dabei soll die Pldche 0j im Medium i liegen und den Punkt (xi, yi) enthalten. Beide
Fldchen sollen ansonsten gleiche Form und Gr6lle haben, so als waren sie an der Grenzfl5.che
gespiegelt. Diese F18.chen weisen somit eine Ausdehnung in z-Richtung auf. Aufgrund von
Gleichung (2.26) ist der magnetische Fluss durch die beiden Fldchen identisch:

fj f -Ad0=jf2 . i dO. (2.27)

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes kann das Flachenintegral des magnetischen Flusses
in emn Integral entlang des Randes (90i tberftihrt werden. Es ergibt sich

~~~~Stokes j -(.8

Ldsst man nun die Fldchen Oi sehr klein werden, so kann man deas Vektorpotential A in
ilinen als konstant ansehen. Dann ist es mi~glich, das Vektorpotential vor das Integral zu
ziehen. Es bleibt

f~i l dO= A,(xiyi) Ui(2.29)
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2.1 Formulierung des Randwertproblems

mit dem Umfang Ui des Randes (90i

U!= j 1 dl. (2.30)

Aus U, = U2 folgt wegen Gleichung (2.27) die zweite Randbedlingung zur Verkniipfung der
feldbeschreibenden Differentialgleichungen

A. (xi, yi) = A,,(X2 , Y2 ). (2.31)

Weitergehende Aussagen lassen sich mit Gleichung (2.11) ableiten. Wie in [2] wird die elek-
trische Feldstdrke in einen eingeprdgten Anteil

:.i (2.32)

und in einen induzierten Anteil

Eind = -bA (2.33)

zerlegt. Damit geht nach Gleichung (2.31) auch die Tangentialkomponente des indluzierten
Anteils And stetig von einem Leiter in die Isolierung fiber. An dieser Stelle kann das elek-
trische Feld auf~erhalb der Leiterquerschnitte durch eine nachgeschaltete Berechnung gemdBl
[5] ermittelt werden.
Im Weiteren gilt es noch, das Vektorpotential im Unendlichen zu untersuchen. Dazu be-
trachtet man dlas Vektorpotential jenseits einer gedachten Kreislinie mit Mittelpunkt im
Ursprung und einem so grof~en Radius, dlass alle ebenen N Leiterquerschnittsflichen im
Inneren des Kreises liegen. Diese Kreislinie wird Fernkreisrand genannt. Da dort keine lei-
tenden Querschnitte vorhanden sind, gilt die Laplacesche Differentialgleichung (2.20). Unter
der Voraussetzung, dlass die Summe aller Stromeinpriigungen in die Leiter verschwindlet bzw.

N

Eli =~ 0 (2.34)
k=1

gilt, wird in [3] dlas Vektorpotential auf dem Rand eines hinreichend groflen Fernkreises mit

A (x, y) = 0 (2.35)

eindeutig festgelegt. Vertiefende Betrachtungen ergeben sich, wenn man die Laplacesche
Differentialgleichung in Polarkoordinaten dlarstelit. Die daraus folgende Reihenentwicklung
fUr dlas Vektorpotential A. konvergiert mit zunelimendem Radius gegen Null.
Neben den bisher aufgestellten Differentilgleichungen ist mit den Randbedingungen im
Unendlichen sowie an den Grenzfldchen unterschiedlicher Medien dlas Randwertproblem
spezifiziert. Urn es zu vervollstandigen, muss noch die Stromeinpra-gung in das Problem
einbezogen werden, bevor der L6sungsweg beschrieben werden kann.
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2 Lasung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

2.1.4 Berficksichtigung der Stromeinpriigungen

In jedlen der dlargesteilten N ebenen Leiter kann ein beliebiger Strom In, eingeprdgt werden,
solange die Nebenbedingung (2.34) eingehalten wird. Dieser Strom kann aus dem Ampe-
reschen Durchflutungsgesetz (2.7) in integraler Form berechnet werden:

f &j (xy) dx dli x (X, Y))dx dy. (2.36)

V., stelit darin die Querschnittsfldche des Leiters n in der xy-Ebene dar. Der Index z bezielit
sich auf die z-Komponente des entsprechenden Vektors. An dieser Stelle sei noch einmal
darauf hingewiesen, dass die eingeprdgten Strf~me allein in z-Richtung fiiel~en. Andersartige
Stromeinprdgungen sind aufgrund der Geometrie - unendlich lange Leiter in z-Richtung -

auch nicht mf~glich.
Mit Hilfe des Stokessehen Integralsatzes lgsst sich das Integral fiber eine Leiterquerschnitts-
fla.che V. als emn Integral entlang des Randes aV. schreiben als

in jf~ xAzy) zd (it x fl xy)) ds. (2.7

Wie in Gleichung (2.24) ergibt sich il x H f - - Abschliei~end folgt daraus
ALo/Arn an

/.9Lrnn ~, ds (2.38)

ffir die Stromeinprdgung in den Leiter n. U~ber diese Beziehung ist die bisher fehiende An-
regung in dlas Randwertproblem volistandig einbezogen worden. Im Folgenden wird es noch
einmal zusammenhdngend dargestelit.

2.1.5 'Oberblick iber das behandelte Randwertproblem

Bei dem bier betrachteten Randwertproblemn werden die Querschnittsfldchen von N Leitern
in der xy-Ebene betrachtet. Diese Querschnittsfiuichen besitzen einen stickweise glatten
Rand, dli. der Rand ist als stiickweise stetig differenzierbarer Weg zu paramnetrisieren. Die
Leiter, die sich nicht berffibren diirfen, sind von einem nicht-leitenden Medium - der Isolie-
rung - mit einer relativen Permeabilitdt von Yrt = 1 umgeben. Weiterhin weist jedler Leiter
n homogen fiber seine gesamte Querschnittsfidche die elektrische Leitfiihigkeit a,. und die
relative Permeabilitat Yrn auf. In die Leiter sind harmonisch von der Zeit abhdngige Str~me
eingeprligt, die eine einheitliche beliebige Kreisfrequenz w > 0 aufweisen. Ihre Amplitude L,.
ist beliebig, solange

N

Y>I'k = 0 (2.39)
k=1

erfflhlt wird.



2.2 Nummerische Ldsung des Randwertproblems

Zur L~isung des ebenen Feldproblems soil das Vektorpotential A, berechnet werden. Ffir
dieses Vektorpotential gilt innerhalb eines jeden Leiters n die Helmholtzsche Differential-
gleichung

(A - jW/.oP/irnn) (A. (x, y) + KJ) = 0 fbr 1 < n < N. (2.40)

Andererseits ist in der Isolierung zwischen den Leitern die Laplacesche Differentialgleichung

AA, (x, y) = 0. (2.41)

anzuwenden. An den Grenzfl5.cheni zwischen einemn Leiter und der Isolierung geht das Vek-
torpotential A. stetig gemhf3

A. (xo, Yo) = Az(X., Yn) (2.42)

Uber. (xo, y/o) stelit dabei einen Punkt in der Isolierung, (Xn, y,,) einen Punkt im Leiter n dar.
Beide Punkte liegen dicht an der Grenzfldche und weisen nur einen infinitesimalen Abstand
voneinander auf. Andere Grenzfldichen als solche zwischen Leiter und Isolierung kbnnen bei
demn hier betracliteten Modell wie oben gefordert nicht auftreten. An soichen Grenzfldchen
spring die Normalenableitung des Vektorpotentials im Gegensatz dazu im umgekehrten
Verhiiltnis der relativen Permeabilititen

1 a (2.4a)
A. Jo o) = - 5A(XnY.) -(.3

Dabei wird dlas Vektorpotential im Unendlichen durch

A,, (X1 Y) = 0 (2.44)

definiert.
Angeregt wird die Anordnung aus ebenen Leitern durch eine Stromneinprtigung. Im Leiter n
ist der eingeprdgte Strom mit demn Vektorpotential durch

-PO/.rnLn =] a A ds (2.45)

verkniipft. Das so formulierte Randwertproblem soil nun gelbst werden. Mit Hilfe der Green-
schen Funktionen und des Greenschen Satzes kdnnen Randintegralgleichungen abgeleitet
werden, die sich ffir eine Diskretisierung eignen.

2.2 Nummerische Lbsung des Randwertproblems

In der bisherigen Form eignet sich das Randwertproblem nur bedingt fiir eine nummerische
Lbsung. Eine solche Vielzahl gekoppelter partieller Differentialgleichungen in ausreichen-
der Genauigkeit und ffir einen groflen Feidraumn zu Ibsen, ist praktisch kaum durchf~hrbar.
Auch hier ftihrt der oft verwendete Approximationsschritt der Diskretisierung zu einer Ver-
einfachung. Auf die Greenschen Funktionen der auftretenden Differentialoperatoren wird
der Greensche Satz angewendet. Dabei entstehen Randintegraigleichungen f~r dlas Vektor-
potential, die durch Sumnmen fiber kleine Randelemente diskretisiert werden. Es ergibt sich
emn lineares Gleichungssystem, das als Ldsung das Vektorpotential auf den Rdndern liefert.
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2 L6sung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

2.2.1 Bestimmung der Greenschen. Funktionen der verwendeten Differential-
operatoren

Das in Abschnitt 2.1.5 zusammenfassend formulierte Randwertproblem enthdlt zwei ver-
schiedene Differentialgleichungstypen: Zum einen die Helmholtzschen Differentialgleichun-
gen (2.40), zum anderen die Laplacesche Differentialgleichung (2.41). Da die gesuchte Lb-
sung, das Vektorpotential Az nur eine Funktion der Variablen xv und y ist, kann die Differen-
tiation nach z in diesen Differentiaigleichungen komplett vernachldssigt werden. Man kann
die zugehibrigen Differentialoperatoren somit als zweidimensionale Operatoren auffassen.
Zundchst werden die Greenschen Funktionen fiur den Helmholtzschen Differentialoperator
* - j p2 mit einem positiven reellen = VW3IE~ und dem Laplaceschen Differentialoperator
A bestimmt. Die Greensche Funktion des Laplace- Operators muss die Differentialgleichung

AGO(X,,) (6, 17) =3(X - 6, y - 71) . (2.46)

erftillen. Dabei ist J die bekaunte Diracsche Deltafunktion mit der Eigenschaft

6 (x, y)= 0 f iir (x, y) :A(0, 0) . (2.47)

Weiterhin muss das Integral

f k 7 x-6 7 6d77rr f (x, y), fii (, y) EV (2.48)

existieren. Wie in [6] gezeigt, erfiilt

die Gleichung (2.46). Aufgrund ihrer geschlossenen Form ist die Greensche Funktion des
Laplace-Operators G('xY (6, 17) einer nummerischen Auswertung leicht zugdnglich. Ebenso
ki~nnen Integrale tiber diese Funktion oder ihre Ableitung analytisch bestimmt werden und
sind damit nummerisch ebenfalls schnell und genau zu bestimmen.

Im Gegensatz dazu kann die Greensche Funktion Go Y ( , 71) des zweidimensionalen Helm-
holtz-Operators A - jo52 nicht mehr geschlossen angegeben werden. Nach [7] wird die zu-
gehuirige Differentialgleichung

(A - jO9) Go , ) 3(- ,p-) (2.50)

durch

G(~('3 i)=i-(ker + j kei) (3 (- )+(7-y))(2.51)

gelbst. Dabei sind mit (ker + j kei) (x) der Real- und der Imagind.rteil der modifizierten
Besselfunktionen bezeichnet, die in der Literatur audi Kelvinfunktionen genannt werden.
Es gilt

(ker +j kei) (x) = ker (x) + j kei (x) =ij -7 (1o (.xVET) +±j N0 (xv/_iQj) (2.52)
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2.2 Nummerische Lbsung des Randwertproblems

(vgl. [8]). Verwendet man bekannte Reihendarstellungen ffur die Besselsche Funktion ,J
und die Neumannsche Funktion No so kann man mit den sich daraus ergebenden Reihen
die Kelvinfunktionen und letztlich auch die Greensche Funktion Go ( , 77) nummeriscb
bestimmen. Abgebrnchene Reihendarstellungen der Greenschen Funktion bzw. ihrer Ablei-
tung sind gliedweise analytisch integrierbar, so dlass auch hier alle Integrale nummeriscb
mit vertretbarem Aufwand gewonnen werden kdnnen. Im Gegensatz zu [3] werden die Rei-
lienentwicklungen erst spiiter abgebrochen, weil die dafir benbtigte zusdtzliche Rechenzeit
bezogen auf die Gesamtrechenzeit niclit ins Gewicht ftillt. Die Methode der gliedweisen
Integration ist deutlich schneller und genauer als eine nummerische Integration, bei der
zahireiche Funktionswerte der zu integrierenden Funktion gebildet werden mtissen.
Mit dem Greenschen Satz k~5nnen durch die Greenschen Funktionen des Helmholtz- und
des Laplace- Operators auf einfache Weise Randintegraigleichungen abgeleitet werden, die
das Vektorpotential an einer beliebigen Stelle mit dem Vektorpotential auf dem Rand eines
Leiters verkniipfen.

2.2.2 Anwendung des Greenschen Satzes zur Ermittlung von Randintegralglei-
chungen

F~r einen ebenen Leiter ri mit der Querschnittsfluiche V in der xy-Ebene ergibt sich mit
/aW ptt~1 ,, die Helmnholtzsche Differentialgleichung (2.40) zu

(A - 0u3) (A ( , 17) + Kn) = 0, (2.53)

wobei nun ( , 77) als Ortskoordinaten gewithit worden sind. Somit gilt

= (A (6, 77) + K.lA) (yo- (A71) )+Kf) ~ ~o

(x, ~~ (y) 7 1+ wee.Gechn (.8 au i neragecin

A. (A, 7) + K .) A GJ77 (A. 71 ) + K 2 77

(A, 11 n (x,) (, 7) (2 (, r) + 7 ) )) U dC77,+ (2.55)

die dlas Vektorpotential A, (x, y) an einer beliebigen Stelle in der Leiterquerschnittsfldche
,, mit den Werten des Vektorpotentials fiberall in V,, verkniipft. Verwendet man weiterhin

den Greenschen Satz
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2 Ldsung elnes Randwertproblems mit der Randelementmethode

=) f' T.c 1 Y(6,) - 1(7) .k'$D(6,7) ) ds (, r) (2.56)

mit den zweimal stetig differeuzierbaren Funkrionen D (6, iq) nd TF ( , 7), kann man Glei-
chung (2.55) weiter vereinfachen. Dabei steilt da (4, t7) emn Wegelement lhngs des Randes a9V
der Flache V dar. Mit 1.(2) = Az (4, 7) + K. nd I (4,277) =GVo , 7)fltden
Randintegragleichung -- Y 7 og.tdenu

Az (XY) + Kn =j((A (4 k an-(xY)(,7

-~xy (Go ) (A 4 j)+K ds (4,277). (2.57)

Die Fikohennormale il des Randes W./ muss nach anf~en zeigen, also in die Isolierung. Dabei
verschwindet die Normalenableitung der Konstanten: -2iKn= 0. Die Randintegragleichung
(2.57) verkniipft dlas Vektorpotential Az (xy) eioes beliebigen Pnnktes innerhaib, der Lei-
terqnerschnittsfihche V/,, im Gegensatz zu Beziehung (2.55) our noch mit den Werten des
Vektorpoteotials auf demn Rand von V..
Analog kano man etne Randiotegraigleichung ffir dlas Vektorpotential in der Isolierung Vo
aufterhaib der Leiterquerschnitre anfstellen. Den tibergang von der I-elmholtzschen Diffe-
reotialgleichung (2.40) zur Laplaceschen (2.41) erreicht man durch Setzen von 0o = 0 - dies
impliziert 0 = - und durch die Wahl der Konstanten K( = .I0e adoerilihn
(2.57) fiirt dieser Ubergang an

A (x, y)Jv (AZ (4,'q). (4'1) - G'~y (77)~ + 9Az (4, 77) ds (4, 7).

(2.58)

Anch in dieser Randintegraldlarstellung wird das Vektorpotentia] A. (x, y) an eioem. belie-
bigen Puokt in der Isolierung dureli die Werte auf dem Rand der Isolieruog beschrieben.
Wiederumn zeigt die Fldchennormale i! nach auflen, also aus der Isolierung heraus.
Bevor nun anhand der beiden Randiotegraigleichungen eine Diskretisiernng des Raodwert-
problems vorgenommen und emn lineares Gleicbungssystemn aufgestellt wird, sollen noch drei
Spezialfhlle der Randintegrale betrachtet werden.

2.2.3 Spezielle Randintegrale

Als erster Spezialfall wird die Abgreoznng des modiellierten Peidranmes nach anfien. hin be-
trachtet. Bei anderen Methoden zur nmmerischen Feldberechnung wie der Finite-Elemente-
Methode oder der Finite-Differenzen-Methode gibt es eine du~ere, Grenze, bis Zn der das Feld
bestimmt wird, nd an der festzulegendle Randbedingungen gelten. Bei der hier verwendleten
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2.2 Nummerische Ldsung des Randwertproblems

Methode ist bisher durch Gleichung (2.44) nur bestimmt worden, class im Unendlichen dlas
Vektorpotential verschwindet. Wie [3] gezeigt hat, gilt jedloch auch

A ( , 77) - a (G , (x) - ( , 7) Tn- ~ )l ds, ' =0 (2.59)

mit dem beliebigen Fernkreisrand Onr. Damit ist die Randelementmethode unabhdingig von
der Wahl des Fernkreises und der Festlegung einer willkiirlichen 1.uferen Begrenzung. Dieses
ist emn deutlicher Vorteil der Randelementmethode, weil die Wahl der Feldraumngrenzen
bei den oben angesprochenen alternativen Feldberechnungsverfahren unter Umstttnden das
Ergebnis beeinfiussen kann.

Die Randintegraigleichungen (2.57) und (2.58) geben das Vektorpotential A. (x, y) ffir einen
beliebigen Punkt (X, Y) abhngig von den Werten auf dlen Rdndern an. Denkbar ist d 'amit
der Grenzfall eines Punktes (x, y) auf dem Rand. In diesem Falle miuss die Existenz zweier
Integrale untersucht werden, denn die Greenschen Funktionen G' (77 ) und G'25) (, 77)

weisen fiir ( , 77) = (x, y) Pole auf.

Bei G'(x,51 (x, y) ist dieser Pol aus der Definition (2.49) sofort ersichtlich. Die Eigenschaften

der Greenschen Funktion !2 1( . (x, y) folgen aus denen der Kelvinfunktionen im Ursprung.
Hier ist ausschlaggebend, dass die Neumannschc Funktion N im Ursprung einen Pol auf-
weist. Integrale der Form 17~()(~ ) ds ( , 77) oder auch fi? ,) ( , 77) ds ( , 17) fiiren
deshaib ffir (x, y) E R fiber Pole und miissen auf ihre Existenz hin untersucht werden.

(.,y) ( , 77) steht dabei abkiirzend ffir beide Greenschen Funktionen. Es ergeben sich die
Grenzwerte

sowie

rXy ( b) 1

fiir (a, b) e R (vgl. [3]). Die Unstetigkeit im Integral iUber die Normalenableitung umgeht
man mit einem halbkreisfbrmigen Integrationsweg um den Pol herum. Letztlich liefert das
Integral fiber diesen Halbkreis das Korrekturglie d - 2'
Mit Hilfe dieser Integrale kann dlas Randwertproblem im folgenden Abschnitt diskretisiert
werden. Auf den Leiterrd.ndern wird dlas Vektorpotential dazu als abschnittsweise konstant
angenommen. Dadurch gehen die Randintegralgleichungen (2.57) und (2.58) in Sumnmen
fiber.

2.2.4 Diskretisierung des Randwertproblems

In der xy-Ebene sind die Rdnder eines Leiterquerschnitts stflckweise glatt vorausgesetzt
worden. Nun wird der Rand aV. des Leiters n in v. beliebig gewdite Abschnitte eingeteilt,
von denen jeder als Teil des ganzen Randes auch stiickweise glatt ist. Diese Abschnitte
sollen Randelemente genannt werden, nach denen die Randelementmethode benannt ist. Emn
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2 Lisung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

R9  R8

R6

P-2 R3 R4 R5

Bild 2.3: Beispiel ffur die Einteilung eines quadratischen Leiterquerschnitts in 9 Randelemente.

Beispiel fUr die Einteilung eines quadratisehen Leiterquerschnitts zeigt die Abbildung 2.3.
Im Ralimen dieser Arbeit werden die Seiten eines Randes in gleichmdllige Randelemente
eingeteilt. Dieses ist jedoch nicht notwendig. Sowohl die Griile als auch die Anzahl der
Randelemente sind. beliebig.
Nach einer soichen Einteilung kann jeder Rand als die endliche Vereinigung seiner Randele-
mente

aVn U Rk (2.62)
k=1

angesehen werden. Zuordnungsprobleme der Anfangs- und Endpunkte zu genau einem Rand-
element lassen sich ldsen, wenn jedes Randelement nur den Anfangspunkt enthutit und am
Ende offen ist. Fiir Integrationen fiber Randelemente kann die Zuordnung einzelner Punkte,
die nur Nulimengen darstellen, unberficksichtigt bleiben.
Die Unterteilung der Rutnder in Randelemente lutest das Randintegral (2.57) in

" (C) (A (C ') + K0)) ds(C
= (XI ((A +Cs)± 5 k'

k=1 k~ -

-G d 6,7 (2.63)(,,) (617 a (A (6,,7) + dK) s

fibergehen. Eine analoge Form ergibt sich fUr das Randintegral. der Isolierung (2.58).
Bis hierhin ist das Modell exakt. Au~er den Einschrutnkungen in den geometrischen und
physikalischen Eigenschaften sind noch keine Approximationen vorgenommen worden. Das
soil jetzt geutndert werden, um das Problem in eine ffir die nummerische Lbsung geeignetere
Form zu bringen. Der Grundgedanke besteht darin, die Randelemente so klein zu wuthien,
dass auf ihnen das Vektorpotential A. und dessen Normalenableitung -A 0 als konstant
angesehen werden kbnnen. Da es sich dabei um stetige Funktionen handelt; ist diese Appro-
ximation bei hinreichend kleinen Randelementen eine praktikable Nutherung. Letztlich ist
die sinnvolle GrdIge der Randelemente fUr eine soiche Approximation problemabhutngig.
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2.2 Nummerische Li~sung des Randwertproblems

Auf einem Randelement Rk des Leiterrandes n soil mit dieser Approximation fir nile Punkte
7~,7) E Rk

A 's)=An,k (2.64)

sowie

a a
- A (C, 77) = 5;A, (265)

gelten. Fujr die Punkte auf Randelementen des Randes der Isolierung wird entsprechend

A ( , 7) =-Ask (2.66)

und

- A (6, 77) = -Ask (2.67)

angesetzt. Auf die Frage der Identifizierung der Randelemente von Leiterquerschnittsfldchen
und Isolierung wird in Abschnitt 2.2.6 eingegangen. Dort werden die Stetigkeitsbedingungen
(2.25) und (2.31) angewendet.

Genauso wie dlas nun auf einemn Randelement konstante Vektorpotential kaun dessen Nor-
malenableitung vor dlas Integral in Gleichung (2.63) gezogen werden. Es resuiriert der Zu-
sammenhang

-,( ,y)±f + K.j(Ali±K)a~(y

A (x', +) K. j GX ) ,)d(' 3 )

(A.,j+GO) (f, 77) ds 77)))(.9

k=18



2 Lbsung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

an. Abktirzend werden die in den Gleichungen (2.68) und (2.69) auftretenden Randintegrale,
die nur noch vomn Randelement Rk sowie dem Punkt (x, y) abhdngen, als

IGOxy GO ~ ~)d ~ ) (2.70)

4.G,,) (R) = f, -(, (, ) ds (, ), (.1

IG,)(R) = f ;(x (, 7) ds (, 7), (2.72)

sowie

I8X,Y) (R) = jR G,Y) ( , 7?) ds ( , 71) . (2.73)

definiert, urn die im Folgenden aufzustellenden linearen Gleichungen in einer iibersichtlichen
Form schreiben zu k~nnen. Die Bestimmung dieser Integrale ist [3] zu entnehmen. Arbeitet
man mit abbrechenden Reihendarstellungen bei G13, so sind alle Integrale, wie dort beschrie-
ben, analytisch ldsbar. Sie lassen sich damit schnell und genau nummerisch bestimmen.

2.2.5 Einfiirung linearer Gleichungen ffur das Randwertproblem

Naclidem im vorangegangenen Abschnitt das Randwertproblem diskretisiert worden ist, sol-
Len nun in einem letzten Schritt lineare Gleichungen aufgestellt werden, die eine Darstellung
des approximierten Randwertproblems als lineares Gleichungssystem ermiiglichen. Dieses
Gleichungssystem kann daun mit bekannten Methoden gelbst werden.
Bisher srnd immer dlas Vektorpotential und dlessen Normalenableitung an einer beliebigen
Stelle (x, y) in der Ebene bestimmt worden, so auch in den Gleichungen (2.68) und (2.69).
Nun wird auf jedem Randelement Rk emn sogenannter Randknoten (Xk, Yk) E Rk gewdhlt.
Die Wahl des Randlknotens auf einem Randelement ist beliebig und hat keinen Einfluss auf
die weitere Rechnung, da das Vektorpotential. und seine Normalenableitung ja schon als
konstant auf jedem Randelement angenommen worden sind.

Wenn man mit den Gleichungen (2.68) und (2.69) das Vektorpotential in (x, y) bestimmen
kann, dann ist es auch speziell in (Xk, yk) berechenbar. In beiden Fallen ist dlas Ergebnis nur
von den Werten auf den Leiterrandern abliangig. Insbesondere ergibt sich das Vektorpoten-
tial in einem Randknoten - also auf einem Randelement - in Abhd.ngigkeit von den Werten
auf alien Randelementen.
Die im vorangegangenen Abschnitt definierten Abkiirzungen der Randintegrale fiber die
Greenschen Funktionen werden jetzt fUr die hier gewdhlten Randknoten spezialisiert. Dabel
warden die in den Gleichungen (2.60) und (2.61) bestimmten Grenzwerte verwendet. Es gilt

= ' X0 IGO (RI) , (2.74)

k, (Gk 1k) (Ri) (2.75)
IOGO~ IaG' (Ri) + (2.76)

-:k,' -(Xk,Yk) 2 k
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2.2 Nummerische Lfisung des Randwertproblems

sowie

k,, = IOGO (RI) + 2 2.7

In diesen Beziehungen steilt Jk,1 das KroneckersymboI dar. Weiterhin soil

k, IG", (2.78)

gelten. Mit diesen abktirzenden Schreibweisen folgt aus Gleichung (2.68) fiir das Vektorpo-
tential im Randlknoten I des Leiterrandes n der Zusammenhang

&I+K-aA-nk Ik) (2.79)

k=1

bzw. umgestellt der Ausdruck

(1G k(a~~ - J1kI) An,k - IGOk~~ - (s -1). 0 (2.80)

Setzt man Ko 0 sowie =0, gelingt auch hier der 13bergang zu der Darstellung f&i die

Isolierung. Anstelle der Beziehung (2.80) folgt die einfachere Form

v
0Z ((IcSG1k -61,k) - ,,- IGOk.a~) 0 (2.81)

k= 1

Als letzte Gleichung muss noch die Stromeinprdgung (2.45) diskretisiert werden. Dazu wird
dlas Integral um einen Leiterrand in Integrale fiber dessen Randelemente aufgespalten und
die Normalenableitung des Vektorpotentials durch den konstanten Wert auf diesem Rand-
element ersetzt. Es gilt

A, Ira 77 s N 7
-I'eg)rn ' Ln 71)E ds (6, 7) =A E, -A n:: )ds-'

= aAnids(,)) k( 1 ds (~ 7) (2.82)

Fiihrt man zusatzlich die Randelementhinge

A, 1 1 ds (2.83)

emn, so ergibt sich mit

SAk -aAn,k = tO0Atrn In (2.84)
k=1
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2 Lbsung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

die noch fehiendle Verkniipfung, urn emn lineares Gleichungssystem aufzustellen, bei demn sich
die Anzahl der Unbekannten und die Anzahl der Gleichungen entsprechen.

Im folgenden Abschnitt soil ans der Gleichung (2.84) zusammen mit den diskretisierten
Randintegraigleichungen (2.80) und (2.81) emn lineares Gleichungssystem. aufgestellt werden.
Dazu miissen mit den Stetigkeitsbedingungen die Randelemente der Leiter mit denen der
Isolierung identifiziert werden.

2.2.6 Zusammenfassena der linearen Gleichungen zu einem linearen Gleichungs-
system

Einerseits beziehen sich die diskretisierte Randintegragleichung (2.80) sowie die ebenfalls
diskretisierte Darstellung der Stromeinpr5hgung (2.84) auf Randelemente von Leiterquer-
schnittsfidchen. Andererseits ist die Randintegraigleichung der Isolierung (2.81) bisher im-
mer mit eigenstandig indlizierten Randelementen verwendet warden. An dieser Stelle soil
nun die Trennung aufgehoben und eine einheitliche Randelemente-Nummerierung eingefiihrt
werden.
Alle Randelemente werden jetzt fortlaufend von 1 bis zu deren Gesamtzahl V durchnumme-
riert. Insbesondere gilt fir die Randelementzahlen v,, der einzelnen Leiter

N

V= 10 rVn. (2.85)
n=1

Als Konsequenz dlaraus startet die Nummerierung der Randelemente beim willkiirlich ge-
w5,hiten Leiter 1 mit der Nummer 1. R, ist das letzte Randelement dieses Leiters, wdhrend
R,,+, das erste des Leiters 2 dlarstelit. Schliel~lich erhdlt dlas letzte Randelement des letzten
Leiters n die Nummer v. Mit dieser Art der Nummerierung ergeben sich an den bisherigen
Gleichungen nur in einem Punkt Anderungen. Die Sumnmen von 1 bis v,. miissen durch
Summen von v, + ... + vn- + 1 bis vi +... + v. ersetzt werden, wobei n die Nummer des
Leiters ist, auf den sich die betreffende Gleichung bezieht. Mit dieser Konvention kann man
die Stetigkeitsbedingungen (2.42) sowie (2.43) durch

A.nk = AO,k (2.86)

und

Mln m = AAM (2.87)

ausdrilcken. Dabei ist n = n(k) mit 1 < n < N die Nummer eines Leiters, auf dem
das Randelement k mit 1 < k < v liegt. An dieser Stelle kdnnen nun die Gleichungen
(2.80), (2.81) und (2.84) Zn einemn linearen Gleichungssystem zusammengefasst werden. Dazu
werden die Gr6Ben AO,k und OAO,k aus Gleichung (2.81) mit den Stetigkeitsbedingungen
durch Anlk und a9Af,k ersetzt - oder nmgekehrt.
Dieses Gleichungssystemn enthalt die ii konstanten Vektorpotentiale Aflk sowie ebenfalls V'
konstante Normalenableitungen 61&,k als Unbekannte. Hinzukommen noch N Konstanten
:K, der Leiter. Insgesamt ergeben somit N + 2v Unbekannte, eine ffur jeden Leiter und
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2.2 Nummerische Ldsung des Randwertproblems

zwei far jedles Randelement. Genau diesem Wert entspricht aber auch die Anzahl der vor-
handenen Gleichungen. Far jedlen Leiter gibt es eine Gleichung (2.84) zur Definition der
Stromeinprdgung. Weiterhin kann far jedles Randelement eine lineare Gleichung (2.79) auf-
gesteilt werden, woraus die Beziehung (2.80) folgt. Analog orhdlt man far jedes Randelement
als zweite Gleichung (2.81).
Der im nachfolgenden Abschnitt ndher erlauterte Aufbau des hier beschriebenen Gleichungs-
systems weist eine Blockstruktur auf, die far eine effiziente Ldsung des Gleichungssvstems
ausgenutzt werden soil.

2.2.7 Aufbau und Struktur des linearen Gleichungssystems

Aus der Diskretisierung des Randwertproblems ist ein Gleichungssystem abgeleitet worden,
dlass aus den je v Gleichungen (2.80) und (2.81) sowie N Beziehungen (2.84) bestelit. Es
weist somnit die Dimension N + 2v' auf. In der Form

[laGL[ - [IGL] [ SL] ([A] )\ ( [01([laG5 ] -[IGO] [0] . [A] / 10] (2.88)

lassen sich diese Beziehungen in Bl~cke einteilen, deren Funktion sich aus den oben genann-
ten Gleichungen ergibt. Dabci bilden die Ausdrficke [A],[Q9A] und [K] den Lasungsvektor.
In diesem enthdlt [A] die Werte, die das Vektorpotential auf jedem Randelement annimmt:

[Alk~I,,=An,k = AOsk (2.89)

Aufgrund der Stetigkeitsbedingung (2.86) muss man nicht zwischen den Werten im Leiter
und in der Isolierung unterscheiden. Anders ist die Situation beim Vektor [DA]. Er enthdlt
die Werte far die Normalenableitungen des Vekctorpotentials auf den Randelementen. Da
sich diese im Leiter und in der Isolierung gemUJ3 Gleichung (2.87) um den Faktor p,5, unter-
scheiden, muss man an dieser Stelle eine der beiden Mlgliclikeiten wiihlen. Diese Entschei-
dung hat Konsequenzen in den Matrixbldcken [IGL] und [piI[. Hier wird - willidrlich - die
Normalenableitung in der Isolierung verwendlet. Es gilt

[58A~k~i,, AOek (2.90)

Der dritte Teil der Lbsungsvektors [1K] setzt sich aus den IKonstanten der Leiter mit

[Kjn=s,N = K.(2.91)

zusammen. Far die Elemente des Blockes [IOGL] folgt aus Gleichung (2.80)

L] ~ ~ k, k,l, wenn die Randelemente k und I zumn
[Ie9GL~~lv- gleichen Leiter geh~ren (2.92)
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2 Lbsung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

Im Gegensatz dazu muss bei dem Block [112L] die Stetigkeitsbedingung (2.87) beaclicet
werden, so dass hier

[I{ ~, wenn die Randelemente k und I zum
[I~~klv~ll,, =gleichen Leiter ni gehdren (2.93)

0 sonst

gilt. Die Bl6cke [It5G0] und [100] kibnnen jedoch wieder ala

k, wenn die Randelemente k und I sum

[I8G
0]k1,,;,1,v =gleichen Isolationssgebiet geh6ren (2.94)

und {G 100 wenn die Randelemente k und I zum
[IGlk1p;=1, =gleichen Isolationssgebiet gehdren (2.95)

0 sonst

direkt; aus der Gleichung (2.81) abgelesen werden. [ISL] folgt mit

r S 1, wenn das Randelement k zumn Leiter n gehdrt
[wL~k=ly;n=1,N S - os (2.96)

aus Gleichung (2.80). Quasi eine dazu gespiegelte Struktur erhalt [AL] durch*

[A L n=,N;k~I,,, = f 1 ds, wenn das Randelement k zum Leiter n gehdrt (2.97)
l0, sonst

Dabel muss die Stetigkeitsbedingung f~r die Normalenableitung (2.87) beachtet werden, die
ebenfalls den Block [pI]

[A!1n=1,N;m=1,N = PLn * Jn,m, (2.98)

aus Gleichung (2.84) bestimmt. In Beziehung (2.98) kiirzt sich aufgrund der Wahl von (A~
als Lbsung die relative Permeabilitdt j,,r heraus.
An den Definitionen der Matrixblbcke kann man schon erkennen, dass drei wesentliche Be-
legungskriterien den Aufbau des Gleichungssystems bestimmen. Im. Falle der Matrixbldcke
[IaGL] und [IGL] sind nur Elemente der Matrix belegt, wenn die zugehdrigen Randelemente
zumn gleichen Leiter gehdren. Liegen zwei Randelemente im. gleichen Isolationsgebiet, also
z.B. im gleichen Fenster eines Transformatoreisenkerns, so sind die entsprechenden Matrix-
elemente der Bl6cke [lOG0] und [1001 belegt. Das dritte und letzte Belegungsschema eines
Matrixblockes kommt bei den Bl6cken [SL] und [ALI sum. Tragen. Es 1113t nur Elemente an
den Stellen zu, an denen ein Randelement auf elnem Leiter liegt. Bei Randelementen anderer
Leiter ergeben sich hier Nullen.
Insbesondere haben diese Besetzungsvorschriften zur Folge, dass sich immer in jedem der
beschriebenen Bl~cke auf natfirliche Weise Unterbl~cke bilden, die durch die Randelemente
eines Leiters definiert werden. Alle Randelemente eines Leiters zeigen in diesen Blbcken das
gleiche Verhalten bestiglich der Belegung, wie auch das Beispiel im nhchsten Abschnitt zeigt.
Sie sind entweder komplett belegt oder vollstandig mit Nullen ausgeffilit.

23



2.2 Nummerische Ldsung des Randwertproblems

2.2.8 Beispiel ffir die Blockstruktur des Gleichungssystems

Wie die im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Besetzungsregeln zeigen, hat das
lineare Gleichungssystem (2.88) eine kiar definierte Blockstruktur. Alle Matrixelemente.
die zu Randelementen eines Randes geh~ren, bilden einen Block, der entweder volistandig
belegt oder vollstdndig frei ist. Ob emn Matrixelement besetzt ist, das beziiglich Zeilen und
Spalten zu unterschiedlichen Rdndern gehbrt, entsclieidet sich aufgrund der Geometrie. Die
Zugehiirigkeit zumn gleichen Leiter bei [1I9GL] und [IGL] oder zum gleichen Isolationsgebiet
bei [1OG 0] und [1G'] sind, wie oben ausgefiihrt, die entscheidenden Kriterien.
Als Beispiel soil hier ein Drehstromtransformator mit zwei Wicklungen herangezogen wer-
den. In jeder Phase sind die Hin- und Riickleiter jeder Wicklung durch omnen Loiter, wie
in Abb. 2.4 gezeigt, dargesteilt. Damit besteht das gesamte Mode]] aus 13 Leitern und 15
Rdndomn. Beginnend mit demn Eisenkern erfolgt die Nummerierung der Loiter sowie Rander
von links nach rechts. Es ergibt sich eine Belegung, die dem Schema

[*] 1*1 [*[ [0] 101 [0] 1 [0] [0] [0] [0 [0] [0] [0] [01
[*[ 1*[ [*[ [0] 0 10] [0 ] [ 01 [ 0] [ 0] [ 0] [ 0] [ 0] [ 0] [0 1
[*[ 1*] [*[ [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0]1 ] [o 0 ] 01 ]0 [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0]1 0 [0 [ [ 0] [01 [0] 10] ]0[ [0] 1 [0 ] 0 ] [o 0]
[0] [0] [0] [01 [0] 1 [ 0] [0] [0] [0] [o] 10] [0] 10] [01

Lo [0 01 [0] [0] [0] [0] [*[ [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [01
[TOG l [0] [0] [0] [0] [o] [o] [ol [*[ [0] [0o ] [ 0] [0](o [0] [0]

10] [0] [0] 101 [0] [0] [0] [0] - [0] 1 0] [0] 10[ [0]

101 [0[ [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] (0] [0] [0 [0] 10[ [01

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] 10] [*[
(2.99)

entspriclit; der Matrixhlock [JGL] weist die gleiche Belegungsstruktur auf. Mit []ist in
dieser Darstellung emn belegter Block mit den Dimensionen dot entsprechenden Randele-
meotzahlen gekenozeichnot. Demgegeniiber steilt [01 einen Block aus Nullen dar. Auf der

2 53 0 1 2 1 4 1

Bild 2.4: Einfaches Modell eines Drehstromtransformators zur Veranschaulichung der Struktur des Glei-
chungssystems. Die arabischen Zahien geben die Nummer des Randes, die r~mischen die des Leiters an.
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2 Lbsung eines Randwertproblems mit der Randelementmethode

Diagonalen bestimmen sich die Zeilen und Spalten der Bkcke aus der Anzah[ der Randele-
mente des gleichen Randes. Daher ergeben sich dort immer quadratische Matrixb]6cke. Fiir
Matrixbliicke, deren Struktur van der Lage der Rander in verschiedenen Isalatinsgebieten
abhdngt, gilt

[*1 [0] [0] [*] [*] [0] [0] [0] [0] [0] 0 [01 [o] *] [*]
[0 0] [ *1 [ 0] [ 0] [ 0] [ 0[ [ 0[ [ 0[ [ *] [0 [0] [0] [ 0] [ 0] 0
[* 0] [0 * 1 [0] *0 [0] 10] [0] [0] [0] [01 ]0[ ]* 01 [0]

[*[ [0] [01 [H 1*] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [H H*
t0] [*1 [0] [0] [0] [*1 [*] [*1 ]*] [0] [0] [0] [0] 10] [0]
[0] 1*] [0] [0] [0] ]*] ]*[ H~ 1*] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
to]] = 0 [*] [0] [0[ [0] (*] [*] ]*[ [*] [0[ [0] [0] (0] [0] [0]
[0] [*1 [0] [0] [0] H* H* ]*] ]*] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [*1 [0] [0] [0] [0] [0] [0] H* [*[ 1*] [*] [0] [0]
[0] [0] [H [0] [0] [0] 10] [0] [0] H* H* H* [H [0] [0]
[0] [0] [H [0] [0] [0] 10] [0] [0] H* H* 1*] [H [0] [0]
[0] [0] [ ]0[ [0] [0] 10] t0] [0] ]*] ]*] 1*] [*] [0] [0]
H* [0] [0] H* [H [0] t0] [0] [0] [0] [0] t0] [0] [H ]*]
[*[ [0] [0] H* H* [0] 10] [0] [0] [0] [0] 10] [0] [* H*

(2.100)

bzw. analoges ffir die Matrix [IGO]. Demgegeniiber besitzt der Block [AL] die Gestalt

]*] ]*] [*] [0] [0] [0] (0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] 0] [0]
[0] [0] [0] H* [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] (0] [0]
[0] [0] [0] [0] H* [0] t0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] 10] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] H* [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] 10] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] H* [0] [0] [0] [0] [0] [0] (0] [0]

[0L t] [0] [0] [0] [0] [0] [0] ]*] [0] [0] [0] [0] [0] 10] [0]
[AL1 - 0 [ 0] [0 ]0] [0 [0] [0] [0] ]*] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [*] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0] ]0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [*] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] H* [0] [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [H [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [H [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [H

(2.101)

wdhrend [tSL] emn dazu transpaniertes Belegungsschema aufweist. Die Belegung der Matrix-
blbcke jot ausftihrlich dargeste][t warden, denn sie erbffnet den Zugang zu der Lbsungsme-
thade des Gleichungssystems. Aufgrund dessen Gr~ie wird dafUr emn spezie[]er Algarithmus
benbtigt.

2.3 Spezieller LUsungsalgorithmus ftir das lineare Gleichungssys-
tern des Randwertproblems

Priazipie]] kann das zur Ldsung des diskretisierten Randwertprablems aufgeste]]te ]inea-
re Gleichungssystemn mit den bekannten Methaden bearbeitet werden. F~ir die hier durch-
geftihrten Feldberechnungen an Leistungstransformataren st~dt man mit den herkiimmlichen
Verfahren jedach sehr schnel[ an die Grenzen der verfiigharen Rechenleistung.
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Wenn man bei einem 110-kV-/10-kV-Transformator von oberspannungsseitig etwa 1000
Windungen ausgeht, sind bei der Schaltgruppe Yd knapp 160 Windungen in der Unter-
spannungswicklung zu beriicksichtigen. Allerdings bestehen die Leiter der Unterspannungs-
wicklung in der Praxis zumn Teil aus Drill-Leitern mit bis zu 20 Teilleitern. Damit hiitte
man insgesamt ungefdhr 4200 Leiter naclizubilden. Jede Windung ergibt wiederum zwei
Querschnittsfliichen in der xy-Ebene, einen Hin- und einen Rilckleiter. Bildet man die 8400
Ra.nder nur durch emn Minimum von vier Randelementen pro Rand, also eines pro Seite.
nach, so miissen bereits 33600 Randelemente berfiicksichtigt werden. Entsprechend den obi-
gen Erlduterungen wird die Dimension des zu libsenden Gleichungssystems vom doppelten
der Randelementezahi zuziiglich der Anzahl der Leiter bestimmt. In diesem Fall ergibt sich
eine Dimension von 75600. Bildet man nun zugleich alle drei Phasen eines Drehstromtrans-
formators nach, dann wdren welt fiber 200000 Gleichungen zu Ibisen.

Gleichungssysteme dieser GrbBenordnung bendtigen bei Verwendung von doppelt genauen
komplexen Zahien einige hundert Gigabytes Speicher, die auch heute normalerweise niclit
verfligbar sind. Zuniichst sol] deshaib die Problemgrdhle durch Ausnutzen von vorhande-
nen Symmetrien balbiert werden. Diese Mafinabme reduziert den Speicherbedarf urn den
Faktor vier, da der bendtigte Speicher vom Quadrat der Dimension des Gleichungssystems
abhdngt. Anschlieflend wird emn speziell auf das vorliegende Problem zugescbnittener Gaull-
Algorithmus beschrieben, der mit Blockmatrizen und dynamischer Speicherverwatung ar-
beitet. Dieser ermdglicht die Liisung extrem grofler Gleicbungssystemne bei beschriinktem
Speicherplatz. Zumn Abschluss dieses Kapitels werden die Berechnungsmdglichkeiten be-
schrieben, die aus der Lbsung des linearen Gleichungssystems resultieren.

2.3.1 Ausnutzung der Symnmetric des Modells

Aufgrund ibrer Geometric weisen die bisber dargesteliten Transformatormodelle in den Ab-
bildungen 2.2 und 2.4 gleich mehrere Punkt- und Acbsensymmetrien auf. Alierdings kiinnen
die wenigsten dieser Symmetrien ausgenutzt werden, denn nicht allein die Geometric muss
symmetrisch scmn, sondern auch die Stromeinprdgung. Die Abbildung 2.5a stellt diesen Sach-
verhalt schematisch dar. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass reale Transformatoren
tatsachlich etwa eine halbe Windungshiihe Versatz zwischen den Hin- und Riickleitern auf-
weisen. Dass dieser Febler vernachliissigt werden darf, wird bei der konkreten Berechnung
der Streuinduktivitdten am Beispiel eines 110-kV-/10-kV-Transformators im Abscbnitt 3.3.7
durcb eine Parametervariation (Sensitivitdtsanalyse) nachgewiesen.

Entscheidendes Kriterium ffir emn symmetrisches Modell sind symmetrische Magnetfelder.
Diese werden erzeugt, wenn sowohi Geometric als auch die physikalischen Daten der Leiter
sowie die Stromeinprdgung symmetrisch sind. Dabei gibt es zwei Auspriigungen der Sym-
metric:

Die erste ist die in Bild 2.5a dargesteilte Achsensymmetrie, die fiir die bier modellierten
Transformatoren relevant ist. Auf der einen Seite flieft der Strom in die Leiter hinein,
wgdhrend er auf der anderen Seite der Symmetrieachse in den korrespondierenden Leitern
wieder herausflieilt. In diesem Fall ist der Urnlaufsinn der Feidlinien auf beiden Seiten ge-
nau entgegengesetzt, ndmlich an der Symmetrieacbse urn 180' gedreht. Das berechnete Vek-
torpotential, dessen Normalenableitung, sowie aucb die Konstanten der Leiter K. werden
ebenfalls in gleicher Weise gedreht. Da diese Grijilen sich auf die z-Achse beziehen, weisen
sic durch die Drehung auf beiden Seiten der Syrnmetrieachse entgegengesetzte Vorzeichen
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a) b) I

BE, B B

C)

Bild 2.5: Verschiedene Moglichkeiten der Symnmetrie. a) Normale Acbsensymmetrie beim Transformator
mit umn 180' gedrehten Feldern. b) Achsensymmetrie beimn Wandler mit gleichsinnigen Feldern. c) Keine
Syrometrie bei mehrphasigen Modellen.

auf. Ilr Betrag ist jedoch gleich, so dass die entsprechenden Gleichungen zusammengefasst
werden kdnnen und sich deren Anzahl halbiert. Leiter, die auf beiden Seiten der Symmetrie-
achse liegen, dtirfen keinen Strom fiiren. Bei Transformatoren erf~lit der Eisenkern diese
Bedingung. Eine Gleichung fUr die Konstante K. eines jedlen soichen Leiters bleibt erhalten.
Nicht verwendet wird in dieser Arbeit die zweite Form der Symmetrie aus Abbildung 2.5b.
Sie kann teilweise bei der Berechnung von Wandlern eingesetzt werden. Dort ist die Strom-
einpraLgung auf beiden Seiten der Symmetrieachse gleichgerichtet. Damit ergeben sich gleich-
sinnige Felder; die korrespondierenden Vektorpotentiale und Leiterkonstanten sind identisch.
Auch die Normalenableitung ist bis auf die Tatsache identisch, dlass sie in die gespiegelte
Richtung zeigt. Dadurch werden wiederum zwei Gleichungen fir eine symmetrische GrOIe
zu einer einzigen reduziert.
Der in Abbildung 2.5c skizzierte Drehstromtransformator zeigt keine Symmetrie auf, weil
die geometrisch korrespondierenden Leiter nicht die Hin- und Riickleiter einer Windung
darstellen. Zwar kdnnen ffir Spezialff.lle - wie bestimmte Arten der Stromeinprdgung -
Symmetrien genutzt werden, fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Rechnungen sind jedloch
immer asymmetrische Stromeinpr5,gungen notwendig (siehe Kapitel 3.2).
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2.3.2 Strukturierung der Gleichungssysteme durch Blockmatrizen

Auch unter Ausnutzung vorhandener Symmetrien bleiben noch immer zu groBe lineare Glei-
chungssystemne zu lIbsen, als dass man sie mit einem konventionellen Gaul3-Algoritlimus be-
arbeiten k6nnte. In diesem Fall mfisste namlich das gesamfte Gleichungssystem vollstdndig
im Speicher vorhanden sein. Angesichts dessen Dimension verbietet sich diese Maflnahme.
Weiterhin ist bier emn Gleichungssystem zu lIbsen, das weder mit Bandmatrizen noch mit
Sparse-Matrix-Algorithmen effektiv beschrieben werden kann. Gerade bei Ausnutzung von
Symmetrien liegt der Besetzungsgrad deutlich iiber 40 %; ohne Symmetrien ist er geringfiigi~g
niedriger. Daher ist ein anderer Weg zur Ldsung einzuschlagen.

Ausgenutzt wird die Eigenscbaft, dass beim zu berechnenden Modell die Struktur der
Matrixbldcke gemal3 der Gleichungen (2.99), (2.100) und (2.101) nur von der Geometric
abhdngt. Dieses ermdglicht einen Algorithmus, der - basierend auf dem Gaul~schen Verfah-
ren -- analytische Rechenvorteile und dynamische Speicherverwaltung kombiniert. So spart
er in erheblichem Umnfang Speicher und Rechenzeit emn.
Bei dem Verfahren wird von der in [9] vorgeschlagenen Einteilung grof~er Gleichungssysteme
in Bldcke ausgegangen. Von denen kann jeder einzelne im Speicher des Rechners dargestelit
werden, wiirend das Gesamtsystemn entschieden zu groll daffir wdre. Bei dem bier vorlie-
genden Problem bietet as sich zundchst an, die sich aus der Vartailung der Randelamente
auf die Rdnder argebende Blockstruktur zu verwandan. Diese nahaliagende Wahl arzeugt
jedoch sehr viele extremn kleina Biticke. Modelliart man z.B. einige tausend Leiter mit je vier
Randelementen, so erhalt man emn Gasamtsystem, das sich aus Millionen von 4 x 4-Matrizen
zusammansetzt. Matrizen dieser Grbllanordnung passen zwar problemlos in den Speicher,
erreichen bai der Bearbaitung jedoch nur Bruchtaile der Peakparformance des Rechners.
Dieses Varhaltan wird durch Benchmarktests belegt, die anhand von Matrixoperationen
wie Inversion oder Multiplikation die Leistungsfdhigkait der Rechner massen. Sie erreichen
typischarweise bei Dimansionen A 1000 eim Mehrfaches der Leistung im Vergleich zu Di-
mansionen urn 100, vgl. [11]. Basonders auf Para]llelrachnarn nimmt die Laistungsfldhigkeit
mit der Problemgrbl~a zu, wie in [12] gezeigt wird.
Infolgedessen teilt emn verbasserter Ansatz das Gleichungssystem in fur so viela Bldcke
amn, dass mbglichst mabrare davon gleichzeitig in den Speicher des Rechnars passen. jeder
ainzalne aber nicht zo klein wird. Bei den in dieser Arbeit geldsten Glaichungssystemen
mit typiscberweise 50000 bis 130000 Gleichungen hat sich eine Einteilung in 20 mal 20
Bld6cke bawdhrt. Eina solcha Blockbildung kann anhand der Matrizen (2.99) und (2.100)
illustiart werden. Es sollen die Matrixbliicke [IOGL] und [JOG0] beispielsweisa in ftinf mal
fiinf Unterbl6cke zarlegt warden. Eine Einteilung gemall
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I* H[ *1 i [0] [0] [0] 10] t0] 10] t0] [0] [0 0 t ] [01
]*[ H* H* (01 ] [ 0] 1 [0] [0] 10] [0 [0 0 ] 1 0 ] 0 ] [0]
]*] ]*] [*1 [10] [o] [0] [01 [0] [0] to] [0] [0] 0 [0] 10]1o

[0] [0] to] [0] ]*] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] ]*] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[1OGL] = 0] [0] [0] [0 [o [0] R* [0] [0] [10]1 o [0 ] [0 o[] t0] t0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] H* [0] [0] [0] [0] [0] to] [0]
[0] 10] [01 ] [ 0] a [0] [0] [0] [*] 30] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [a] [0] H* [0] t [0 [ 0] o [0]
[0] (0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] ]*] ]0] [0] [0] [0]
[0] 10] [0] [0] [0] 10 [0] [0] [0] [0] [0] ]*] [0] [0] [0]
[0] 10] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] t0] [* t0] [0]
[0] 10] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] 1*] [0]
[01 [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [*]

(2.102)

entspnicht der gewiinschten Struktur, wenn man die durchgezogenen Linien als Blockgrenzen
auffasot. Analog dazu gliedert man [iaG] folgendermaflen auf:

[*] 10] [0] [*3 [*] [0 [0] [0] 10] [0] [0] [0] [0] ]] [*
[0] ]*] [0] [0] [0] H* H* [* H* t0] [0] [0] [0] 0 to][0
[0] ]0] ]*1 t0] [0] [0 ]o] [0] [0] ]*] 1*] 1*] ]*] to] ]0]
[*] [0] ]0o ]*] [*] 0 [0] ] 0] ] 0] O [0] [0] [0] t0] H* ]*]
[*[ to( 0 ] 1 * * ] [0] ]0] o [0 ] ]0 0] [0] [0] [0] H* ]*]
[0] H* [0] [0] [0] H* [H H* H* [o] ]0o] 11 0 [0 ]] o
[0] ]*] 0 to ] 0 ] [*] * ] * 3 H ]*] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[Iac!O] [0] [* to] 101 ]0[ [*] ]*] ]*] ]*[ to] [o] [0] [0] [0] [0]
[0] H* [0] [0] [0] [* H* ]*] ]*] [0] [0] ]0] [0] to] ]0]
[0] [0] [*] [0] ]0] [0] [0] o [0 ] ]*] * ] 3*] [* [0] [0]
t][ ]01 ]*] [0] to] [0] [0] [0] [0] ] * [ ]*] ]*] t0] [0]
[0] [0] [*[ ]01 [0] [0] [0] [0] [0] ]*] [*] [*] [*] [0] [0]
[0] [0] ]*] [0] [0] [0] [0] [0] [0 [*] [*1 ]*] [*] (0] 1O]
[*] [0] [0] [*[ H* [0] [0] [0] [0] [0] [0] ]0] [0]1 H* ]*]
[*] [0] t0] [*] [* [0] [0] [0] [0] ]0] [0] [0] [0] ]*] H*

(2.103)

Bereits die beiden Beispiele zeigen, dass es bel dieser Blockstruktur zu verochiedenen Typen
von Bldcken kommen kann. Neben den beiden Typen vo[[standig besetzt und vollstdndig
unbesetzt gibt es auch telweise besetzte Bh6cke. Deren Anteil ist bei Modellen mit vielen
Tausend benaclibarten Leitern a][erdings gering. Deshalb werden auch diese nicht optimal
ausgeffijlten Blbcke verwendet, weil der dadurch entstehende Mehraufwand begrenzt ist. Bin
wichtiger Vorteil neben der Geschwindigkeitssteigerung bei riclitig dimensionierten Blbcken
besteht darin, doss man anhand der geometrischen Lage der Minder feststellen kann, oh emn
Block tiberhaupt von Null verochieden lot. Im weiteren Verlauf der Arbeit ermdglicht die
Kenntnis der Nuliblbcke dos Ausnutzen von Rechenvorteilen.
In [9] wird das LUsen eines in Bl6cke aingeteilten linearen Gleichungssystems mit dem Gaufi-
Algorithmus beschrieben, bei dem anstelle der Zahlen nun Blockmatrizen treten. Die Grund-
rechenarten werden dabel durcb algebraloche Matrixoperationen ersetzt: Bei der Multipli-
kation von Matrizen muss man in diesem Zusammenhang auf die Reihenfolge achten, da die
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Matrizenmultiplikation im. Gegensatz zur Multiplikation komplexer Zahlen nicht kommuta-
tiv ist. Insbesondere miissen nattirlich auch die Matrixdimensionen zusammenpassen. Wei-
terhin wird die tibliche Division durch die Multiplikation mit der inversen Matrix dargesteilt.
Natiirlich ktinnen nur quadratische Matrizen invertiert werden. Beim Gaul3-Algorithmus
muss deshaib bei der Einteilung der Zeilen und Spalten in Bl6cke darauf geachtet werden,
dass die Matrizen auf der Diagonalen quadratisch werden. Dieses entspricht der Forderung,
dass beimn Gauli-Algorithmus mit Zahien die Diagonalelemente nicht Null sein dfrfen, denn
durch sie muss geteilt werden. Eine Einschrdnkung stelit diese Bedingung nicht dar, weil man
sie stets durch eine identische Binteilung der Biticke beziiglich Zeilen und Spalten erfiillen
kann.
Voraussetzung ffir die Funktionsweise eines GauB-Algorithmus mit Blockmatrizen ist damit,
dass alle Bl6cke auf der Diagonalen invertierbar sind, wenn das Verfahren bei der Bearbei-
tung in der entsprechenden Zeile angekommen ist. Dieses ist nicht grundsiitzlich der Fall
und hdngt stark von der Reihenfolge der Matrixblbcke in Gleichung (2.88) ab. Es hat sich
gezeigt, dass die zu itisenden linearen Gleichungssysteme bei der gewdhten Reihenfolge der
Matrixbhicke sehr gut konditioniert sind, so dass auch bei gr68ften Dimensionen die entspre-
chenden Matrizen invertierbar bleiben.
An dieser Stelle soil der GauBi-Algorithmus nicht im Detail besprochen werden. lm Anhang A
ab Seite 139 ist emn Beispiel ausftihrlich mit alien bentitigten Matrixoperationen dargesteilt.
Besonderes Augenmerk wird dort auf das Speicherverhalten gelegt. Den wesentlichen Schritt
bei der Einsparung von Speicher stellt die dynamische Verwaltung der Blockmatrizen dar.
Emn soicher Matrixbiock belegt erst dann Speicher, wenn er erzeugt wird. Nach der letzten
Verwendung eines Matrixblockes muss dieser sofort gelibscht und der entsprecbende Spei-
cher wieder freigegeben werden. Dieses Verfaliren eignet sich ebenfalls dazu, zwischenzeitlich
niclit bentitigte Matrixblicke auf die Festplatte oder andere Speichermedien - wie z.B. spe-
zielle Erweiterungsspeicher - auszulagern. Diese Mbglichkeit ist z.B. auf einer NEC SX-4 am
Hi~chstleistungsrechenzentrum Stuttgart genutzt worden. Damit wird die Grile der Glei-
chungssysterne nur durch den verffigbaren Auslagerungsspeicher beschrankt, der meist in
viel gr~feremn Mal~stab zur Verffigting steht als konventioneller Speicher. ES sind sogar Ver-
suche unternommen worden, die ausgelagerten Matrizen zu komprimieren. Obwohl teilweise
Kompressionsraten von bis zu 90 % erreiclit werden konnten, hat sich dieses Verfabren wegen
seiner Unberechenbarkeit beziiglich des tatsdchlich benbtigten Platzes sowie der wesentlich
gestiegenen Rechenzeit nicht bewdihrt.
Eine weitere Mtiglichkeit, den Speicherbedarf bei der Ltisung des linearen Gleichungssystems
merklich zu senken, steilt eine nur teilweise Ldsung des Problems dar. Bekanntlich hat der
Gaul3-Algorithmus die Eigenschaft, den Li~sungsvektor von unten nach oben zu erzeugen.
Weno man tatsdchlich niclit alle Elemente des Ldsungsvektors beniitigt, kaun man die wirk-
lich zu berechnenden GnM~en ans Bode stellen und die Ltsung abbrechen, sobald dieser Teil
bestimmt ist. Auf diese Weise spart man nicht nur die Rechenzeit ffir den unerheblichen
Teil der Lbsung, sondern man kann auch bei der Erzeugung der oberen Dreiecksmatrix jede
abgearbeitete Zeile volistiindig ]6schen, solange die benbtigten Elemente des Ldsungsvektors
eine grtilere Zeilennummer aufweisen. Dieses Vorgehen bewiihrt sich immer dann, wenn die
Vektorpotentiale und deren Normalenableitungen nicht explizit bent~tigt werden. sondern
nur die Konstanten [K], z.B. wenn allein die Streuinduktivitdten interessieren.
Weiterhin wird ausgenutzt, dass beimn Gauf3-Verfahren auf der Diagonalen Einheitsmatri-
zen entstehen und zundchst unterhalb der Diagonalen und spater audi oberhaib Nullblticke
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erzeugt werden. Nattirlich miissen diese Matrixhi~cke nicht mehr berechnet werden. Genan-
sowenig muss man sie im. Speicher behalten, wenn man wejO, bei weichen der Matrixbidcke es
sich urn Nulibl~eke oder Einheitsmatrizen handelt. Ahnliche Rechenvorteile erreicht man, in-
dem Multiplikationen mit Nuilmatrizen oder Additionen zu Nulimatrizen nicht mehr explizit
ausgefilirt werden. Hierbei ist es von grol~em Nutzen, allein aus der Geometrie entscheiden
zu k6nnen, ob Bli~cke belegt sind oder nicht.
Im. Beispiel im. Anhang A wird detailliert beschrieben, wie diese Rechenvorteile ausgenutzt
werden. Ebenfalls werden die Auswirkungen auf den Speicherbedarf und die Rechenzeit
betrachtet, weno man das Gleichungssystem nur teilweise lust. Das Beispiel zeigt die deut-
lichen Vorteile, die der auf das vorliegende Problem spezialisierte Algorithmus bringt. Mit
diesem Verfahren bestimmte Lbsungen miissen noch den Auswertungsrechnungen im folgen-
den Abschnitt unterzogen werden, urn z.B. die Streuinduktivitiiten eines Transformators zu
bestimmen.

2.3.3 Auswertung des Lbsungsvektors

Neben den konstanten Vektorpotentialen auf den einzelnen Randelementen und deren Nor-
malenableitungen enth~1t der Liisungsvektor audi noch die Konstanten der Leiter. Auf die
physikalische Bedeutung dieser Gri~ien ist bisher noch nicht eingegangen worden. Dies er-
folgt nun.
Aus der Definition der Konstanten &~ (2.16) geht hervor, dass sie sich proportional zumn
konstanten Gradienten des skalaren Potentials Ck in z-Richtung verhalten. Dann ist fUr das
Potential auch die erweiterte Darstellung

0 (Z) = jWK *z+ Y (2.104)

m~iglich. Sie enthdlt eine zusdtzliche Konstante h.,. Bei dieser Griie handelt es sich um eine
Integrationskonstante, die im Folgenden wieder aus der Rechnung herausfdllt. Die Gleichung
(2.104) gestattet jedoch nun eine Interpretation der Konstanten Kn. Sie stelit emn Mall ffir
den Spannungsabfall pro L~ingeneinheit entlang des Leiters n dar. ITr die Spannung in
z-Richtung des Leiters n ergibt sich

L (Z, Z) = (Z) -(Z) = WK.- (-1 -Z2)(2.105)

Verwendet man den auf die Ldnge bezogenen ohmschen Widerstandes R' f~r jeden Leiter
7und die ebenso bezogene Induktivitdt L',, so erhdlt man den Ausdruck

AU (R' + jwL') -1 A; (2.106)

die Konstante K kann somit durch

K, L, + LR ) . 1 A (2.107)

dargesteilt werden. Da k. und L' rein reelle Gr~len sind, gilt insbesondere

L= Re (K,) 1 A (2.108)
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sowie

R'= jw - n (K.) -1 A. (2.109)

Anders als die Konstanten der Leiter kbnnen die Vektorpotentiale auf den Randelementen
direkt physikalisch interpretiert werden. Sind diese Vektorpotentiale sowie deren Norma-
lenableitungen und die Leiterkonstanten bekannt, ergibt sich aus den Beziehungen (2.68)
bzw. (2.69) das Vektorpotential an euler beliebigen Stelle (x, y) in der xy-Ebene. Liegt der
Punkt (x, y) innerhalb einer Leiterquerschnittsfliiche, so ist Gleichung (2.68) zu verwenden.
Dagegen gilt f~r einen Punkt (x, y) im Gebiet der Isolation die Gleichung (2.69).
Weitere Feldgr6llen lassen sich aus dem Vektorpotential an der Stelle (x, y) bestimmen.
Bildet man die Rotation des Vektorpotentials, ergibt sich nach Gleichung (2.8) die mag-ne-
tische Indluktion fl. Ffir deren Berechnung ist hierzu jedloch die Ableitung durch Differenz-
bildurig erforderlich, die bekanntlich nummerische Probleme bereiten kann. Einfacher ist
die Bestimmung der lokalen Stromdichte iiber die Gleichungen (2.12) und (2.16), wenn das
Vektorpotential an der betreff'endlen Stelle ermittelt ist.

Besonders ist die Mi~glichkeit herauszustellen, FeldgrdlBen an beliebigen Stellen zu berechnen.
Man ist nicht auf emn Raster festgelegt, sondern kann ffir dicht beieinander liegende Punk-
te unterschiedliche Vektorpotentiale und damit Magoetfelder oder Stromdichten erhalten.
Nattirlich ist die Genauigkeit der Rechnung von der Feinheit der Randelemente abbijogi,,
aber selbst ffir grbbste Diskretisierungen ergeben sich immer kontinuierliche Verihufe der
Feldgr6Blen.
Tm Mittelpunkt dieser Arbeit stehen jedloch weniger die konkreten Feidveridufe oder Strom-
verteilungen innerhaib eines Leistungstransformators, sondern vielmehr die im ndchsten
Kapitel beschriebene Berechnung der Streuinduktivitiiten aus den korrespondierenden Kon-
stanten [K].
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3 Berechnung der Streu- und Nu1induktivit~iten sowie
der Kurzscfflussverluste

Unter demn Streufluss eines Transformators versteht man in einer anschaulichen Er1dute-
rung denjenigen Anteil des magnetischen Flusses, der nicht vollstdndig die Primdr- und
Sekund5,rwicklung umschlie~t. Dabei ist seine Gr~fe direkt vain felderzeugenden Strom
abhd.ngig. Als ejil exaktes Mall fUr den Zusammenhang zwischen Strom und Streufluss dient
der Begriff der Streuinduktivitdt. Diese steilt urn Falle eines sekunda rseitigen Kurzschlusses
zugleich die wesentliche Reaktanz eines Transformators dar. Deshaib wird sie auch als Kurz-
schlussreaktanz bezeichnet. Fiir die Auslegung von Netzen sind die Kurzschlussreaktanzen
der TFransformatoren von entscheidender Bedeutung.
In diesern Abschnitt sollen zundchst mit der Randelementmethode die induktiven Kopplun-
gen zwischen den Wicklungen realer Leistungstransformatoren bestimnt; werden. Daraus
lassen sich dann deren Kurzschlussreaktanzen berechnen. Dabel zeigt sich, dass die numme-
risch ermittelten Werte zum Teil sehr gut mit Messwerten des Herstellers fibereinstimmen.
Dieses Ergebnisse bestdtigen, dass die beschriebene Modellierung und Diskretisierung er-
laubte Ndherungen darstellen.

3.1 Einphasige Zweiwicklungstransformatoren

Am Beispiel eines einphasigen Zweiwicklungstransformators wird erigutert, wie die indukti-
ven Kopplungen mit der Randelemntmethode bei einemn ebenen Transformatorenmodell
bestimint werden kdnnen. Dazo wird ausfiihrlich die nummerische Berechnung mit der
Randelementmethode erigutert. Prinzipiell ist das Verfahren bei anderen Transformator-
typen identisch, so dass dart rour auf die Besonderheiten und Abweichungen eingegangen
wird. Zunhchst wird das bekannte einphasige Ersatzschaltbild erigutert.

3.1.1 Ersatzschaltbild einphasiger Zweiwicklungstransformatoren

Oberspannungsseitig weise emn einphasiger Zweiwicklungstransformator die Windungszahl
w, und unterspannungsseitig die Windungszahl Wn2 auf. Wie in [13] abgeleitet ist, beschreiben
die Systemngleichungen

U,=jwLlI1 - jwMI 2, U2 = jwL 2L2 - jWMI11  (3.1)

den Zusammenhang zwischen den ober- und unterspannungsseitigen Strdmen und. Span-
nungen. Darin stellen die Induktivitd.ten Ll und L2 die Selbstinduktivit5.ten der beiden
Spulen dar, wahrend M als Gegeninduktivitdt den Koppeifluss bestimmt. Die aus diesen
Induktivita.ten abgeleiteten Reaktanzen X~l = w (LI - M) und X, 2 = w (L 2 - M) sowie
die Hauptreaktanz Xh = wM bilden unter Vernachldssigung der ohmschen Widerstande das
in Abbildung 3.1 dargestelite bekaniate T-Ersatzschaltbild eines einphasigen Zweiwicklungs-
transformators.
Man definiert nach [14] magnetische Leitwerte A so, dass

l= wlA1 (w), L2 =w'A 2 (W) M= W~I 2A1 2 (w) (3.2)
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1,Xai1=0(LI414 X,,2=m(L 2-M) 12

-V
~xb=o~m

Bild 3.1: Einphasiges T-Ersatzschaltbild eines Zweiwicklungstransformators.

gilt. Es beschreiben A, und A2 die magnetischen Leitwerte der Ober- und Unterspannungs-
wicklung, die emn Ma3 ftir die Sumnme aus Koppel- und Streufluss bilden. Der Koppelleitwert
A12 steilt nur den Koppelfiuss dar. Aufgrund von Wirbelstromeffekten und damit zusam-
menhiingenden Anderungen in den inneren Induktivit.ten sind diese Leitwerte frequenz-
abhdngig. Bei der hier vorgesteilten Berechnrungsmethode, die auf einer Feldl~sung beruht,
werden diese Abhangigkeiten berticksichtigt. Setzt man die Leitwerte in die Reaktanzen.der
Abbildung 3.1 emn, so ergeben sich mit

= IwAI (W) - WIW2A1 2 (W)) (3.3)
X2= W (W 2A 2 (W) - W1W2 A1 2 () (3.4)

und

Xh = WWIW 2AI 2 (W) (3.5)

Reaktanzen, die physikalisch nicht zu interpretieren sind, da eine der beiden Reaktanzen
X, 1 oder X, 2 negativ werden kann. Sie werden ftir den Spezialfall w, =W 2 jedloch stets
positiv. Dann gilt

XI= ww 2 (A1I (w) - A 12 (w)(3.6)
X2= WW1 (A2 (W) - A12 (w)(3.7)

nd

Xh = WWIA 1 2 Pw). (3.8)

Unter dieseni Voraussetzungen beschreiben die Reaktanzen X~j und X, 2 die Streufelder,
wifhrend Xh den Hauptfiuss darsteilt. Man definiert dann Xj1 als primiire und X, 2 als
sekunditre Streureaktanz. Deren Summe

X,= X,1 + XY,2  (3.9)

heil~t einfach Streureaktanz. Ihr entspricht die Streuinduktivitat

w (3.10)

die bis in den kHz-Bereich nur sehr schwach von der Frequenz abliangig ist, wie die Abbil-
dung 3.3 auf Seite 43 zeigt.
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Urn reale Traneformatoren mit ungleichen Windungszahlen ober- und unterepannungsseitig
mit diesen Begriffen beschreiben zu k6nnen, werden nile Gri~ien auf die primbrseitige Win-
dungszahl w, bezogen. In diesem Fall iet das Ereatzschaltbild. 3.2 giiltig. Mit ft werden
sekund5.rseitig Strom, Spannung sowie die Reaktanz nach den bekannten Regein zu

1
-2 . 2 (3.11)

02= L2(3.12)

sowie

X * 1 , (3.13)

traneformiert. Verwendet man diese Grdlen, so lassen sich die Koppeigleichungen (3.1) ale

E,= jww1 (AIL, - A12V2), 1 ww (A1211 - A2 I2), (3.14)

echreiben. Damit sind die Gleichungen (3.6) bie (3.10) zur Berechnung der Streuinduktivitdt
auch bei lraneformatoren mit unterschiedlichen Windungszahlen anwendbar.
Meeetechniech erhiilt man die Streureaktanz bei einem Kurzechluee an der eekunddren Wick-
lung - also L2 0 - ale Eingangereaktanz dee Ereatzechaltbildee zu

Xk = X11 + X, 2 11 Xh. (3.15)

Beachtet man die Tateache, daee die Hauptreaktanz Xh eehr viel grb5Ber jet ale X01 und X', 2,
so gilt die Ndherung

Xk -Xal + X,'2. (3.16)

Man bezeichnet Xk audi ale Kurzechlueereaktanz. Hdufig wird bei einem Traneformator
dieee nicht eelber angegeben, eondern vielmehr die relative Kurzechluee-Spannung Uk. Ihren
induktiven Anteil u,, beetimmt man aus der Bemeeeungeepannung UrT und der Bemneecunge-
leistung SrT des Traneformatore durch

SrT -Xk (3.17)
r1T

F~r den Fall, class man in dieeer Rechnung die ohmechen Verluete nicht vernachliiseigt, ergibt
sich zuegtzlich zu dem indluktiven Anteil der Kurzechluee-Spannung u., noch der ohmeche
Anteil Ur. Zueammen folgt ffir die relative Kurzechluee-Spannung

U2=U2 +U2 (.8
Uk Ur + , (318)

A2 X~ =WW 2u

Bild 3.2: Eiophasigee T-Ersatzschaltbild eines Zweiwicklungstransformators. Alle Gr~len sind auf die
prirnsrseitige Windungszalil w, bezogen.
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3.1 Einphasige Zweiwicklungstransformatoren

Aile drei Grbien Streuinduktivitdt, Kurzschiussreaktanz und relative Kurzschiuss-Spannung
kbnnen ieicht ineinander tiberfihfrt werden. In dieser Arbeit soil die relative Kurzschluss-
Spannung zur Beschreibung der Kurzschiussreaktanz bzw. Streuinduktivitdit dienen. Sie wird
daher spditer zumn Vergleich zwischen den berechneten und den vom Hersteiler gemessenen
Werten verwendet.

3.1.2 Numnmerische Bestimmung der induktiven Kopplungen

Fiir die Berechnung der Streuinduktivitd.t eines Transformators ist es notwendig, das Strom-
Spannungs-Verhalten in einer Impedanzform

E Z21 Z22 ) ( L2) 3.9

darzustellen. Der Index 1 bezielit sich dabei auf die Oberspannung; unterspan nun gsseit ige
Grilien sind mit 2 indiziert. Es sind zundichst die induktiven Kopplungen zwischen allen
Leitern zu bestimmen. Da Induktivitaten nur zwischen Leiterschleifen definiert sind, wverden
alle modellierten Leiter zu Paaren zusammengefasst. Jede Windung, bestehend aus einem
Hin- und einem Rickieiter, steilt emn Leiterpaar dar. Weil der Strom im Hinleiter durch
den Riickleiter zurflckflielit, ist die notwendige Eigenschaft (2.34) sichergesteilt, dass die
Stromsumme in der xy-Ebene verschwindet.

Induktive Koppiungen zwischen zwei Leiterpaaren sind ansehaulich dadurch gekennzeichinet,
dass eine Stromeinprd.gung in einem Leiterpaar einen Spannungsabfail in beiden Windungen
bewirkt. Urn sdmtliche induktiven Kopplungen zwischen alien Leiterpaaren zu berechnen,
muss in einer eigenen Rechnung in jede Windung emn Strom eingeprdgt werden, wdhrend
alle anderen stromios bleiben.

Trotz der mitunter grollen Zahi an modeliierten Leitern und damit an Windungen lassen sich
alie induktiven Kopplungen auf einmai berechnen. denn die Stromeinpriigungen in die Leiter
gehen nur in den Matrixblock [yiL] emn. Dieser Block gehiirt zur Inhomogenitdt des iinearen
Gleichungssystems (2.88). So lasst sich jede Stromeinpriigung ais eine Spaite einer Matrix
betrachten, die an die Stelle des inhomogenen Vektors tritt. Da der Gaui3-Algorithmus be-
kanntlich die simultane Lbsung mebrerer Gleichungssysteme erlaubt, die sich nur in der
Inhornogenitlit unterscheiden, erhiilt man als Lbsung des Gleichungssystems foiglich eine
Matrix mit ebenso vielen Spalten wie die Matrix der Inhomogenitiit. Jede Spalte steilt dann
die Libsung fiir eine Stromeinpriigung dar. In den Konstanten der Leiter, die - wie oben ab-
geleitet - die Spannungsabfdlle entlang der Leiter beschreiben, steckt die gesamte beniitigte
Information. Deshaib muss das Gleichungssystem nur so weit gelbst werden, bis der Block
mit den Leiterkonstanten bestimmt ist, wie es schon im Abschnitt 2.3.2 als teilweises Ldsen
des linearen Gleichungssystems beschrieben worden ist.

An dieser Steile soil darauf hingewiesen werden, dass bei einphasigen Zweiwicklungstrans-
formatoren die Leiterpaare aus Hin- und Riickleiter geometrisch eine Symmetrie aufweisen.
Durch die Art der Stromeinprdgung bieibt diese erhalten, weil jeweils der Strom auf der
einen Seite hin- und auf der anderen zurickfliel~t.

Verwendet man eine Stromeinprdgung von I = 1 A bei der Berechnung der induktiven
Kopplungen, so erhdlt man nach Ausfiihrung der eben beschriebenen Rechnungen gemaf3
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Gleichung (2.107) elne auf die Ldrnge bezogene Impedanzmatrix

ZL,11 ZL,12 ... ZL,1P (K 11  K 12  ... Kjp
A'~L21 Z.L,22 ... A,2P jw K21  K 22  ... K 2P (3.20)

ZL,N1 XL,N2 .. ZL'NP ) KNI KN2 . KNP)

Mit N ist weiterhin die Anzahl der Leiter bezeichnet, wahrend P = W1 + W2 die Anzahl der
Leiterpaare darstelit. Aufgrund des Eisenkerns gilt bei Transformatormodellen gewtihnlich
N = 2P + 1. KIP, ist die Konstante des Leiters 1 bei Stromeinprdgung in der Windung
p. Analog dazu bezeichnet A die bezogene Impedlanz des Leiters I bei dieser Stromein-
prdgung.
In einem zweiten Schritt werden aus den Impedlanzen der Leiter die Impedanzen der Win-
dungen bestimmt. Dazu benbtigt man die Zuordnung von Leitern zu Paaren. Es soil die
F'unktion 7r1 (p) den Hinleiter und ir (p) den Riickleiter des Leiterpaares p angeben. Die be-
zogene Impedanz eines Leiterpaares ergibt sich aus Gleichung (3.20) jedoch nicht einfach als
Sumnme der beiden Leiterimpedanzen, sondern als Differenz. Man muss die entgegengesetzte
Stromrichtung im Riickleiter beachten. Wgihrend fUr die Leiterkonstanten eine Stromrich-
tung von vorn nach hinten positiv definiert ist, fliellt in einem der beiden Leiter des betrach-
teten Paares der Strom entgegengesetzt. Definitionisgemaf3 soil dieses der Riickleiter sein. Es
gilt fUr die Impedanz Zvpq der Windung p bei Stromeinpr5,gung in Windung q deshalb

-,pq = fIpq- f,2pq(3.21)

bzw. unter Verwendung der Impedanzform (3.20)

ZW,21 Aw, 22  " ZV:2p1
=jw.

4ZWPl Z~W,P 2  X w,ppJ

&K 1' - &()iKI,2- *w()2.. K11, -;Kr21,

&1r(2),1 -K 7r2 (2),l Kir112),2  K1 2(2),2  -ira(2),P &- 2(2),P I (3.22)

-IP~ K7'2(P),l KIP, &2P- K ... K K72(P),PJ

Der Spannungsabfall entlang des Eisens ist in dieser Matrix nicht mehr enthalten. Nur die
bezogenen Impedlanzen der P Windlungen bei den verschiedenen Stromeinprdgungen werden
weiterhin betrachtet.

Im Folgenden miissen nun die Impedanzen entsprechend ihrer Verschaltung zu einer Impe-
danzform wie Gleichung (3.19) zusammengefasst werden. Bei einer einfachen Spule sind alle
Windlungen in Reihe geschaltet. In Leistungstransformatoren kdnnen jedoch audi Teile der
Wicklung parallel geschaltet sein. Zum Beispiel bei der Verwendung von Drill-Leitern hat
man etwa 20 parallele Strdnge in der Wicklung. Es ist also ni~tig, sowohi Reihen- als auch
Parallelsehaltungen von Windungen beherrschen zu ki~nnen.
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Als erstes betrachtet man zwei Windungen 1 und 2, die in Reihe gesclialtet sind. Aus
Gleichung (3.22) kann man die Spannung U.! fiber den Winduingen durch

4,11 ZV,12 Z ,3..ZV, 1p

U w21 Z V,22 Zw,23 . &2P 1

!:L3 ( V,31 XiW,32 ZiW, 33 Z.. 3P ~(.3

UP v'P ZwP 2 Z/,P *.. ,P ) I)

aus den Windungsstriimen bestimmt werden. Die Lange der Windungen ist mit I gekenn-
zeichnet. Auf ihre Bestimmung wird im niichsten Abselinitt genauer eingegangen. Die aus
der Reihenschaltung der Windungen 1 und 2 entstandene Doppeiwindung wird mit 1' indi-
ziert. Es flielit der Strom 1,,=1 12. Ftir die Spannung an der Windung n folgt damit

=1((Z v,.i + ZW,.2) -Ll' + Z'W,1 3 - AI + . + ZWnP - I').- (3.24)

Dieses bedeutet nichts anderes, als dass die ersten beiden Spalten der Impedanzmatrix in
Oleichung (3.23) addiert werden, und die Sumnme die beiden urspriinglichen Spalten ersetzt,
wobei die Dimension des Stromvektors um Emns reduziert werden muss.

Um auch noch im Spannungsvektor die Reduktion duirchzufiihren, berechnet man den Span-
nungsabfall fiber der Reihenschaltung der Windungen 1 und 2. Dieser betrdgt

=I((ZWN11 + rw 12) 'L'+-',3'13+ ZWl P +

((l WI + Z122 '1l' + -ZW2 L3 + + AW, 2P 'LP)

= i((zw'.,1 + z, 12 + ZW,21 + -ZW,22) ' 11 +

(Z,3+ -ZW,23) L13 + ''+ (ZP+ -Z,p3) -LI). (3.25)

Hier werden die ersten beiden Zeilen addiert, womit die Anzahi der Zeilen reduziert wird.
Insgesamrt ergibt sich niach der Ausftihrung der Reihenschaltung mit

(W+ZW.1+Z W21+ZW22 Zw.I,3 ±Z!W23  Zwilp+Zw, 2 p __

Ir W 3 1+ W ,32 AW ,33 A ,3P 1-3I (3 2 6 )

ZVP1+4,P2 rV,P3 .. 4PP ] kP

eine Impedanzform, die aus Gleichung (3.23) durch Addition der durch Linien abgetrenn-
ten Zeilen und Spalten folgt. Auf diese Weise kfinnen nacheinander alle Reihenschaltungen
zusammengefasst werden. Sind auch Parallelschaltungen zu berficksichtigen, ist es sinnvoll,
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von der Impedanz- auf die Admittanzform zu wechseln. Dazu muss die Irnpedanzmatrix
invertiert werden. In der Gleichung

111112113 Eln U

1 -y 13 '3l T (3.27)

rLi E n2 h-0 n ~ L.

sollen wiederum die ersten beiden Windungen bzw. Windungsbl~cke, falls schon Reihen-
schaltungen durchgeffiihrt worden sind, zusammengefasst werden. Spannungen tiber einer
Paralleischaltung sind identisch, so dass (4, L 2i = !L2 gilt. Damit ergibt sich f~r den
Strom in der Windungrm

_m E.Y i~+ Ym2 UL2 + YM3 - 3 ++ hm.'U

= (1m + hn 2 ) l'+ -Ym3 3 + '+ Emn -n' (3.28)

Wie bei der Reihensehaltung mtissen auch hier die Spalten addiert werden, die beide Win-
dlungen betreffen. Ebenfalls analog zur Reihenschaltung erfolgt die Addition der Zeilen.
Dabei gilt ffir den Gesamtstrom in der Paralleischaltung

(El (1 11 Y 1 )Ul ±1 3 U3+ '+...Y1 ,'U, +
(1121+122) *L4 ±123*-U± ±112 '.U (3.29)

-(Yll~ ±12+1121+122)'L 1 + (1113 +1123) ±**± ''(111.+12.) !L.-

Nach Ausfiirung der Paralleiscialtung wird dlas System der Windungen durch den Aus-
druck

__' Ell+ 12 +1121 + E22 1113 +1-23 ...- Yn E,13--13+ -Y32 -1133 113

(3.30)

beschrieben. FUr den Ubergang zu der neuen Impedanzform muss die Admittanzmatrix
wiederumn invertiert werden.
Durch wiederholtes Anwenden von Parallelachaltungen oder Reihenschaltungen kann man
shle Windungen so weit zusammenfassen, dass nur noch die Ober- und die Unterspannungs-
wicklung als Ganzes tibrig bleiben. Die Impedanzform nimmt damit die gesuchte Gestalt
nach Gleichung (3.19) an. Aus dieser Gleichung kann dann wie im Folgenden beschrieben
die Streuinduktivitdt bestimmt werden.
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3.1.3 Streuinduktivitiit eines einphasigen Zweiwicklungstransformators

Aus den indluktiven Kopplungen der Windungen ist eine Impedanzdarstellung der Form
(3.19) bestimmt worden, die das Strom-Spannungsverhalten der Wicklungen beschreibt.
LUst man die Impedlanzen gemdl3 Z = 1 - (R' +i jwL') auf, so kann man stattdessen

( ( ~i ~ ~ ~ (R' 1 +jwL' 1  R12 +jwLl 2 ((l' 3.31)

S) = Z21 Z22 L \2} R +wl 1 R 2 jL I LF

schreiben. Dieses entspricht his auf die ohmschen Anteile den Systemngleichungen (3.1), die
am Anfang des Kapitels als Ausgangspunkt der Streuinduktivitdtsberechnuing gedient ha-
ben. Aus den bezogenen Induktivittiten der Gleichung (3.31) ergeben sich mit

1
A' = * Lf. (3.32)

ii jwj 'j

die korrespondierenden Leitwerte. Mit ihnen bestimmt man wegen Gleichung- (3.9) die Streu-
bzw. Kurzschlussreaktanz zu

Xk w WI-W (A, 1 - A', + A22 - A',). (3.33)

Anschliel~end kann aus Xk die Streuinduktivitdt durch Gleichung (3.10) und die relative
Kurzschluss-Spannung durch Gleichung (3.17) ermittelt werden. Beachtet man zusdtzlich
noch die ohmschen Anteile in Gleichung (3.31), so ist die Aufspaltung der relativen Kurz-
schiuss-Spannung Uk in U, und Ur moglich.
Es fehit nun noch die Windungslhnge 1 zur vo1std.ndigen Bestimmung der Streuindukti-
vitat aus einem zweidimensionalen Ttansformatormodefl mit der Randelementmethode. An
dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Streuinduktivitdt zundchst innerhaib des Mo-
dells berechnet werden muss, um dlanach den Ubergang auf einen realen Transformator
zu erreichen, indem man mit der Windungsliinge multipliziert. Wenn man zuerst die In-
duktivitiiten der einzelnen Windlungen mit ibrer realen Linge multipliziert unid dann zur
Streuinduktivitiit zusammenfasst, wird die berechnete Streuinduktivituit von den Ldngen-
unterschieden der Windlungen bestimmt uind nicht von den um Grb0enordnungen kicineren
Induktivitiitsunterschieden, die aus ihrer geometrischen Lage folgen. Um den Einfluss des
Abwicklungsfehlers zu begreuzen, ist es notwendig, wie bereits stillschweigend erfolgt, mit
einer mittleren Windungsldnge zu rechnen.
Der einfachste Ansatz fUr eine gemneinsame hinge aller Leiter besteht in einer Mittelung
der tatsachlichen Windungsldngen der nachgebildeten Leiter. Nachteilig daran ist, dass die
gesuchte Windungslitnge extrem von der Modellierung der Wicklungen abhdngig wird und
iiblicherweise damit auch nicht genau genug ist: Bildet man ntimlich viele Leiter in der
Unterspannungs- und nur wenige in der Oberspannungswicklung nach, so wird diese mitt-
lere hinge klijer sein als in einem Modell, in dem genau umgekehrt mehr Leiter in der
Oberspannungs- als in der Unterspannungswicklung vorhanden sind.

Eine soiche Abhiingigkeit kann man jedloch umgehen, wenn man die Leiterldngen gemAi3
ihrer magnetischen Energie gewichtet mittelt. Die magnetisehe Energie einer Windung i
betrdgt

W=1I~~' (3.34)
2
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wobei I die reale Windungslange, L die auf die Ldnge bezogene Gesamtinduktivitdt und
Ii den in der Windung fliefenden Strom bezeichnet. Gegebenenfalls muss dieser Strom um
einen Faktor korrigiert werden, wenn ein Modell-Leiter mehr als eine Windung in der Rea-
litat darstellen soll. Urn das gleiche Feld zu bewirken, muss der Strom im Modell-Leiter
mit der Anzahl der durch ihn nachgebildeten Leiter multipliziert werden. Mit der nach der
magnetischen Energie gewichteten Lange

'e, = z: L? (3.35)

wird die einfache geometrische Mittelung um teilweise fiber 10 % korrigiert. Angesichts der
Tatsache, dass die berechneten Streuinduktivitaten oft nur wenige Prozent von Messwerten
abweichen, wird deutlich, wie wichtig die richtige Wahl der mittleren Lange ist. Da sich die
energiegewichtete Lange in dieser Hinsicht bewdhrt hat, wird

1 = leg (3.36)

als mittlere Windungslange zur Streuinduktivitatsberechnung verwendet.

An dieser Stelle soll ein Vergleich zum Verfahren von Rogowski gezogen werden (vgl. [1]).
In diesem spielt die Berechnung der mittleren Lange eine ebenso wichtige Rolle wie bei
der Verwendung der Randelementmethode. Wihrend in der urspriinglichen Rechnung die
Wicklungen einlagig sind, so dass deren Lange verwendet werden kann, st6ut man bei der
Ubertragung von Rogowskis Methode auf moderne Leistungstransformatoren auf die glei-
chen Probleme wie oben. In der industriellen Transformatorenauslegung behilft man sich mit
Erfahrungsfaktoren. Diese sind durch Vergleiche mit Messreihen bisheriger Ausffihrungen
ermittelt und korrigieren zugleich auch die in der Rogowski-Theorie enthaltenen Modellver-
einfachungen. Herausgestellt sei, dass bei dem hier beschriebenen Verfahren ohne Kenntnis
von Erfahrungswerten die Streuinduktivitaten nummerisch bestimmt werden kbnnen. Bevor
die Berechnung der Streu- und Nullinduktivitaten von dreiphasigen Zweiwicklungstransfor-
matoren beschrieben wird, sollen noch die Kurzschlussverluste untersucht werden.

3.1.4 Berechnung der Transformatorenverluste

Die wesentlichen Verlustkomponenten eines Transformators bilden die Eisen- sowie die Kurz-
schlussverluste, vgl. dazu auch [15]. Unter den Eisen- bzw. Leerlaufverlusten versteht man
die Verluste, die durch Hysterese und Wirbelstrome im Eisenkern entstehen. Da in dem hier
verwendeten zweidimensionalen Modell die Blechung des Eisenkerns durch ein Herabsen-
ken der Leitfdhigkeit des Eisens nachgebildet wird, lielen sich die Wirbelstromverluste zwar
noch bei richtiger Wahl der Leitfahigkeit bestimmen. Hystereseverluste kdnnen jedoch nicht
erfasst werden, da mit einem konstanten M, gerechnet wird. Deshalb sollen die Eisenverluste
in dieser Arbeit nicht betrachtet werden.
Alle anderen Verluste werden zu den Kurzschlussverlusten Pk zusammengefasst. Sie setzen
sich aus den sogenannten Gleichstrom- und den Zusatzverlusten zusammen. Als Gleich-
stromverluste PG werden die ohmschen Verluste der Wicklungen und Zuleitungen bezeich-
net, die bei Gleichstr6men in Hbhe der Betriebsstr~me entstehen. In die Zusatzverluste Pz
gehen die bei Wechselstr~men entstehenden Wirbelstromverluste ein. Zu diesen werden auch
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Verluste durch Kreisstrbme in parallelen Leitern und durch in weiteren leitenden Bauteilen
wie dem Kessel induzierte Str6me gezAhit.
Bei der Berechnung der Kurzschluss-Spannung sind, wie oben beschrieben, die ohmschen
Anteile in Gleichung (3.31) zu beachtcn. So ergibt sich neben dem rein induktiven Anteil
u. der Kurzschluss-Spannung auch emn Verlustanteil ur, der den Anteil der Bemessungs-
spannung des Transformators angibt, der im Kurzschlussfall ffir die Verluste mal~gebend ist.
Durch

Pk = U SrT (3.37)
100 %

k~5nnen die Kurzschlussverluste Pk aus der Bemnessungsleistung SrT bestimmt werden..Wei-
terhin k~nnen die Gleichstromverluste allein aus der Geometrie und den physikalischien Da-
ten der Windungen berechnet werden. Kennt man die Lange I und den Querschnitt A4 einer
Windung sowie deren Leitfdhigkeit a, ergibt sich daraus der ohmsche Gleichstromwiderstand
zu

R- A (3.38)

Eine Zusammenfassung der Windungen gemiff ihrer Verschaltung liefert dann den Gesamt-
widerstand einer Spule. Bei einer Auswertung der Messwerte ist jedoch darauf zu acliten,
dass in der Praxis nicht der Widerstand einer Spule, sondern derjenige zwischen zwei An-
schlussklemmen gemnessen wird. Bei einer Drehstromwicklung in Sternschaltung erhAlt man
daher immer den Widerstand zweier Spulen. Bei einer Dreiecksschaltung ergibt sich zwischen
zwei Anschlussklemmen eine Para]llelschaltung aus einer Spule mit der Reihenschaltung der
anderen beiden. In diesem Fall liegt der Messwert nur bei

R 112R = 2R, (3.39)

wenn R den Widerstand einer Spule darsteilt. Mit den Widerstdnden R, und R2 der Ober-
und Unterspannungswicklung ergeben sich die Gleichstromverluste ffir Drehstromtransfor-
matoren zu

PG = 3.- R,1 ' + 3 - RI1' (3.40)

Fdr die Berechnung der Gleichstromverluste bendtigt man somit keine Feldberechnung. Aus
ihnen kann man die Zusatzverluste Pz als Differenz

Pz = Pk - PG (3.41)

bestimmen. Zusdtzlich bieten die Gleichstromverluste bzw. der Gleichst romwiderst and noch
die Mt5glichkeit zu fiberpriifen, wie realitdtsnah das berechnete Modell ist. Eine Untersu-
chung fiber die Konvergenz der berechneten Impedanzmatrix bei erhdbter Randelementezahl
wird im niichsten Abschnitt vorgenommen.

42



3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitdten sowie der Kurzschlussverluste

0.00061
1 Randelement-

100 Randelemente-

0.0005

4 0.0004

0.0003

0.00

00.01 1 1 00 10000 10 0000 10 00000
Frequenf [Hz]

Bild 3.3: Selbstindultivitilt der Oberspannungswickhrng eines einfachen Transfarmatormodells bei einem
und 100 Randelementen.

3.1.5 Konvergenzverhalten der berechneten Impedanzmatrix

Bisher ist erigutert warden, wie die induktiven Kopplungen eines zweidimensionalen Trans-
formatormodells nummerisch bestimmt werden kdnnen. An dieser Stelle soil nun untersucht
werden, in weichemn Umnfang die Anzahl der Randelemente und somit die Feinheit der Dis-
kretisierung das Verfahren beeinflusst. Safern sich eine merkiehe Abhdngigkeit ergibt, ist
dlas bei der Interpretation der Resultate zn beriicksichtigten. Es sei zusatzlich noch darauf
hingewiesen, dass in [3] die Ubereinstimmung von Ergebnissen der Randelementmethode
mit analytisch berechneten Grdfen an einigen Beispielen bereits gezeigt warden ist.

Emn typisches Verhaiten der berechneten Induktivit~ten zeigt die Abbildung 3.3. Es wird
die Selbstinduktivitat der Oberspannungswicklung eines einphasigen Transformatormodells
mit jeweils nur einem nachgebildeten Leiter in Unter- und Oberspannungswicklung ffir zwei
verschiedene Ranidelementzahlen verglichen. In der ersten Rechnung werden nile Rander des
Modells mit einemn Randelement pro Seite nachgebildet. Die zweite Rechnung ist dann mit
jeweils 100 Randelementen je Seite durchgefiihrt warden. Als drittes 1st eine Kombination
aus den beiden anderen Modellen betrachtet warden. Dabei enthielten die Rander der Wick-
lungen emn Randelement pro Seite, wdhrend jeweils 100 auf den Seiten der Eisenkernra.nder
verteilt warden sind. In der Abbildung 3.4 1st das zugehuirige Modell dargestelit.

Deutlich erkeanbar ist der theoretisch zu erwartendle Frequenzgang der Selbstinduktivitat
in Abbildung 3.3, der mit 100 Randelementen je Seite berechnet warden 1st. Bei kleinen
Frequenzen bis knapp unter 1 kHz bleibt diese konstant, wdhrend sie dann mit zunehmender
Frequenz asymptotisch auf Null abfifllt. Zwar zeigt die mit nur einem Randelement pro Seite
berechnete Kurve einen prinzipieil dhnlichen Verlauf, jedloch sind zwei wichtige Unterschiede
festzuhalten. Zumn einen liegen die berechneten Indluktivitaten unterhaib von I kHz bis zu
20 % tiber den mnit 100 Randelementen pro Seite berechneten, zun anderen gibt as urn 1 Hz
herum emn leichtes Absinken der Selbstindluktivitgt. Bei griieren Frequenzen stimmen beide
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\H]
Bild 3.4: Ejufaches einphasiges Transformatormodell fuir die Konvergenzuntersuchung.

Kurven dann aber wieder gut tiberein. Eine Berechnung der oben beschriebenen dritten
Modellierung ergibt keine Unterschiede zu genauen Nachbildung mit 100 Randelementen
auf alien Leiterseiten.
Damit zeigt sich, dass physikaliseb eine genaue Nachbildung des Eisenkerns besonders wich-
tig ist, da dieser iiber die Stldrke des Hauptfeldes im Transformator entscheidet. Bezfiglich der
Ind uktivitdtsb estimmung ist es ausreicliend, den Eisenkern mit hinreichend kleinen Rand-
elementen nachzubilden. Oh die Leiter so genau modelliert werden, ist selbst fiur die bier
betrachteten groBen Leiter nicht von Bedeutung.
Ebenso deutlich unterscheiden sich die Beispielrechnungen, wenn man die Wirkwiderstande
einsgchlielilich der Wirbelstr~me betrachtet. Wiederum ffir den Transformator aus Abbildung
3.4 ist der Wirkwiderstand der Oberspannungswicklung in der Abbildung 3.5 dargestellt.
Sowohi fiir die Berechnung mit einem wie auch mit 100 Randelementen pro Seite ergibt
sich f~r Frequenzen um 0,01 Hz der G leichstromwiderst and. Wabrend jedoch bei dem fein

1 Randelement
100 Randelemente - - - -

10-I

S10.2

10-3

1~ 0-5

10-6

1070. 01 0. 1 1 I.0 1 .00 ,1000
Frcquenzf [Hz]

Bild 3.5: Ohmscher Widerstand der Oberspannungswicklung eines einfachen Transformatormodells bei einem

und 100 Randelementen.
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diskretisierten Modell der Wirkwiderstand theoriegemhfl zungchst nur sehr langsam ansteigt,
werden mit demn Modell mit nur einem Randelement pro Seite bei niedrigen Frequenzen bis
zu hundertfach zu gro~e Widerstd.nde bestimmt. Mit zunehmender Erequenz nihhert sich die
Kurve dann sehr langsam der mit 100 Randelementen berechneten an.
Audi hier zeigt die gemischte dritte Modellierung keine wesentlich Abweichung von der fein
diskretisierten. Der berechnete Frequenzgang des Widerstandes liegt nur geringfi~gig fiber
der Kurve fUr 100 Randelemente auf jedler Seite. Damit kann man festhalten, dlass auch
fUr die Widerstdnde eine Diskretisierung mit jeweils einem Randelement pro Leiterseite
ausreicht, wenn die Anzahl der Randelemente auf dem Eisenkern groB genug ist.
Insgesamt zeigt sich eine ausgepragte Abhiingigkeit der Rechenergebnisse von der Feinheit
der Diskretisierung. Dieses ist ftir nummerische Verfahren nicht ungewdhnlich, muss jedloch
bei der Interpretation berticksichtigt werden. Da gerade bei umnfangreichen Modellen -mit
vielen Leitern die Zahi der Randelemente pro Leiter nicht beliebig erh~ht werden kann, muss
dort mit Abweichungen in der bier geschriebenen Gr6Bienordnung gerechnet werden. Umso
erstaunlicher ist es, dass die Streuinduktivitliten - wie unten beschrieben - bei Modellen mit
wenigen Randelementen wie auch soichen mit deutlich mehr Randelementen quasi konstant
sind und nur geringfflgig von den Messwerten differieren. Zunahlst sollen die Berechnungen
jedloch noch auf dreiphasige Transformatoren ausgedehnt werden.

3.2 Dreiphasige Zweiwicklungstransformatoren

Bei der Modellierung von Drehstromtransformatoren hat man bei gleicher Darstellung der
Wicklungen die dreifache Menge an Leitern gegentiber einphasigen Transformatoren nach-
zubilden. Es knmmt hinzu, dass die bei einphasigen Modellenl vorhandene Symmetrie bier
nicht mehr gegeben sein kann. Wie in Abbildung 2.5c dargestelit, ist die gesamte Anordnung
nur geometrisch symmetrisch, jedocb nicht in Bezug auf ihre Wicklungszugehdrigkeit. Bei
einer Stromeinpr5agung in eine Windlung z.B. im recliten Strang flie~t der Strom im rechten
Fenster bin und aullerhaib des Eisenkerns rechts vom aul~eren Schenkel zurtick.
Wegen der fehienden Symmetrie ist bei dreiphasigen Modellen somit gleich die sechsfache
Menge an Leitern gegenilber vergleichbaren einphasigen Modellen zu behandein. Bei linea-
ren Gleichungssystemen wdchst der benbtigte Speicherplatz etwa mit dem Quadrat, die
Rechenzeit mit der dritten Potenz der Gleichungszahl. Man kann somit nur einen Bruchteil
der Detailgenauigkeit eines einphasigen Modells erreichen. Deshaib sollen dreiphasige mit
entsprechenden einphasigen Modellen verglichen werden, um festzustellen, ob man die de-
taillierteren einphasigen Nachbildlungen zur Streuinduktivitatsberechnung von dreiphasigen
Drehstromtransformatoren verwenden kann.

3.2.1 Berechnung des dreiphasigen Kurzschlussversuchs

Im. Gegensatz zu [3] wird die Streuinduktivitdt eines Zweiwicklungsdrehstromtransforma-
tors in dieser Arbeit aus der Nachbildung des dreiphasigen Kurzschlussversuchs bestimmt.
Die Grundlage der Berechnung bildet das vereinfachte einphasige Ersatzschaltbild in Abbil-
dung 3.6 nach [13]. Analog zum einphasigen Transformator werden zunachst die induktiven
Kopplungen bestimmt. Die Berechnung verikuft wie im Abschnitt 3.1.3 beschrieben. Der
entscheidende Unterschied besteht allerdings darin, dass hier jetzt seclis statt zwei Wick-
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h Xk 12 12

Bild 3.6: Vereinfachtes einphasiges Ersatbltl eines Drehstromtransformators.

lungen vorhanden sind. Die Imnpedanzform

U's, A 2 Z22 Z23 A 4 A25 Z21 O
ULOS,3 j3 Z3 le Z' 3 Z3 -Z II Ls, (3.42)
U~US,1I 41 X42 Z3 4 2  -Z.1  46 LUS,l
~UU,2 Z- 1 -2 -453 -4 1 A Z56  115

LU, '1 A 2 6 3 A 4 65 Z'6 6 'Us,

weist somit die Dimension sechs auf. Als Leiterldnge wird die bereits diskutierte energ-iege-
wichtete Windungslange 1,9 verwendet.
Am einfachsten stelit man den Kurzschlussversuch durch einen Ubergang auf die Admit-
tanzform dar. Oberspannungsseitig wird emn symmetrisches Spannungssystem eingepragt,
die Unterspannungswicklungen sind kurzgeschlossen. Mit c, - ej""0 gilt dann

SLosj'\ (11~ 1112 13 h114 1115 Yi . OS'i
11S2 21 1122 1123 1124 _ 11_ 2' LOS,

105,3 - 1131 11-32 -Y3 -1134 -Y35 136 2.1 U S'I (3.43)
111I-Y4111Y42113114-4 641 0
kU, E5 -Y52 11S3 -1-54 -Y55 --5 6 k 0

'Us,3 / 161 1162 1163 1164 1165 -Y6 0

Die oberspannungsseitigen Striime ergeben sich im Kurzschlussfafl zu

'05,1 = (11 + - 11]f2 + -a2 '1113)1 'UOS,i (3.44)
Los,2 = (1114 + E2112 - Y 123) 'LOS,I (3.45)

sowie

= (11.= Oh + C' 1 + _ 113) , u 'l (3.46)

Dabei ist es nicht problematisch, dass nur ein Teil der Admittanzmatrix Verwendung fin-
det. Bei der Bestimmung bereits eines Elementes der Admittanzmatrix wird die gesamte
Impedanzmatrix bendtigt. Es gehen also alle induktiven Kopplungen der Impedanzmatrix
in diese Kurzschluss-Strdme emn. Fiir i =1, 2, 3 ergibt sich aus

Zkj = L05, = 1~ 11 + 02 . y') (3.47)
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitaten sowie der Kurzschlussverluste

fUr jeden der drei Wicklungsstrange eine Kurzschlussreaktanz. Dabei sollten die Kurzschluss-
reaktanzen der beiden dufleren Strdinge aus Grinden der Symmetrie identisch sein. F ir den
mittleren Wicklungsstrang ergeben sich bei Dreischenkelkernen andere Streufelder, da dieser
Strang vollstdndig innerhalb des Eisenkerns liegt. Auflerdem weicht der Eisenweg Von dem
der aufleren Wicklungsstrange ab. Aus diesen Griinden differiert die Kurzschlussreaktanz
des mittleren Stranges geringfiigig von denen der dufleren Strdnge. Bei Ftinfschenkelkernen
mfissten dann alle drei Kurzschlussreaktanzen wieder annahernd identisch sein. Der Ver-
gleich der nummerisch ermittelten Werte mit realen Messwerten in Abschnitt 3.3 zeigt, wie
gut diese Uberlegungen erffillt werden.
Mit den Gleichungen (3.10) und (3.17) kann sowohl die Streuinduktivitat als auch der in-
duktive Anteil der relativen Kurzschluss-Spannung bestimmt werden. Ahnlich wie die Kurz-
schlussreaktanz ermittelt man die Nulinduktivitat eines Drehstromtransformators aus sei-
ner Impedanzform (3.42). Im ndchsten Abschnitt wird die dazu ndtige Spannungseinprdgung
diskutiert.

3.2.2 Nullinduktivititsbestimmung

Neben der Streuinduktivitdt ist die Nullinduktivitdt von Transformatoren eine weitere Kenn-
grbBe, die aus der Impedanzform (3.42) eines dreiphasigen Zweiwicklungstransformators be-
stimmt werden kann. Dabei ist jedoch zu beachten, dass es sich hierbei zundchst um eine
rein formale Berechnung handelt. Die Relevanz der so bestimmten Ergebnisse muss anhand
der realen Nullinduktivitdten noch hiberpriift werden, well die Felder sich bei Nullstramen
in Dreischenkeltransformatoren nicht mehr vollstdndig im Eisenkern schlieBen, sondern aus
dem Eisen austreten und sich fiber die Luft schlieflen. Schematisch ist der Feldverlauf in
der Abbildung 3.7 dargestellt. In diesem Fall bleiben die Felder nicht auf die Kernebene
beschrankt und das zweidimensionale Modell verliert seine Gtiltigkeit. Im Gegensatz dazu
kbnnen sich die Felder in Transformatoren mit Fiinfschenkelkernen innerhalb des Eisenkerns
schlieflen. Deren zweidimensionales Modell ist daher wieder aussagefhhig.
Problematisch ist in jedem Fall die Nachbildung eines Kessels. In diesem bildet sich ein Dif-
ferenzfeld aus, da sich die Felder des Kerns nicht bereits dort schlieflen. Dieser Differenzfluss
erzeugt einen Induktionsstrom, der in den Kesselwdnden ringfdrmig um die aktiven Teile des
Transformators fliellt. Im zweidimensionalen Modell kbnnen die Kesselwhnde nur links und
rechts neben den dulleren Wicklungsstrdngen dargestellt werden, so dass die Nachbildung
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Bild 3.7: Qualitatives Feldbild eines Dreischenkeltransformators der Schaltgruppe Yyn bei Speisung mit
einem Nullsystem nach [13].
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Bild 3.8: Speisung ejoes TRansformators der Schaltgruppe YNd mit einer Nullspannung.

des Induktionsstroms und seines Feldes selir eingeschrdnkt ist. Zu beachten ist dabei, dass
der mittlere Wicklungsstrang im verwendeten Modell fast vnllstdndig vom Kessel entkoppelt
ist.
Analog zur Nachbildlung des dreiphasigen Kurzschlussversuchs kommt es auch hier auif die
Einspeisung der Spannungen an. Da die spdter diskutierten Beispieltransformatoren die
Schialtgruppe YNd aufweisen, wird die Berechnung zuniichst fur diese Schaltgruppe durch-
gefiihrt.
In der Abbildung 3.8 ist emn Transformator in Stern-Dreieck-Schaltung mit herausgefiihrtem
oberspannungsseitigem Sternpunkt dargesteilt. Im Falle der Speisung mit einer Nulispan-
nung liegt an den oberspannungsseitigen Kiemmen jeweils die gleiche Spannung LUs' an.
In jedler Wicklung flicl~t emn Strom L0 50O mit 1 < i< 3, so dass im Sternpunkt der Strom
LOS,01 + Los,02 + -1S0 fliel~en muss. Die Unterspannungsseite ist im Leerlauf geschaltet.
Durch die geschlnssene Masche der Dreieckschaltung kann sich dort emn Nulistrom IL,
ausbilden, der alle drei Unterspannungswicklungcn gleichmA~ig durchfliellt. Es gilt daher

LUS,O LUS,oi = LUS,02 = LUS,03. (3.48)

Ftir den dazugehbrenden Spannungsumlauf entlang des unterspannungsseitigen Dreicks
ergibt sich

UU,1+ -US,02 + -US03=0 (3.49)

Zusammen mit den sechs Gleichungen der Impedanzform (3.42) snwie den Beziehungen
(3.48) und (3.49) ergeben sich neun Gleichungen. Sie ermdglichen es, mit den oberspannungs-
seitig eingeprd.gten Nullspannungen die jeweils drei Str6me ober- und unterspannungsseitig
sowie die Spannungen an den drei Unterspannungswicklungen zu bestimmen. Dabei nimmt
das neundimensionale Gleichungssystemn die Gestalt
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Zl1 Z12 Z13 Z14 Z15 Zi16 0 0 0 Laoso0 UO,

Z21 Z22 Z23 Z24 Z25 Z26 0 0 0 LOS,02 L~os,o
Z31 Z32 Z-33 Z-34 Z35 Z3 0 0 0 Lo,0 L.O

Z41 Z42 -Z43 Z-44 Z 45 Z46 -1 0 0 lu,0 0

Z5 Z5 5 -4Z5Z5 0 1 0 LUS,02 0

Z61 Z62 Z6 Z 64 Z65 Z6 0 0 -1 LUS,03 0
0 0 0 1 -1 0 0 0 0 Lis,01  0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0 ~ LU5,02  0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 LUS,03 0

(3.50)

an. Wenn mit Yl die Inverse der Systemnmatrix des Gleichungssystems (3.50) bezeichnet wird,

ergeben sich die gesuchten Nullstr6me und -spannungen aus der Multiplikatian von P mit
dem inhomogenen Vektor des Gleichungssystems (3.50). Da nur die ersten drei Zeilen dieses

Vektors belegt sind, werden auch hier nicht alie Elemente der Matrix fY zur Bestimmung
der Uisung ben6tigt. Wie scion bei der Kurzschlussreaktanz gehen aber alle Elemente der

Systemmatrix in die Bildung der Inversen emn. Mit i =1, 2, 3 ergeben sich

Los,oi = I,,i,1 + Lfi,2 + Lfi,3) LoS,0' (3.51)

Lus,oi = (z3±, 1i + -Y3+, + -z3+i,3)L , (3.52)

sowie

LLUS,0i = (kz6+,l + -f6+i,2 + E6+i,3) Las,o (3-53)

als Libsung. Bezeichnet man anschlie~end mit

LOS,O = 1 (1oS,01 + LOS,02 + Losx0 ) (3.54)

den Mitteiwert der in den Oberspannungswicklungen fliellenden Nullstriime, so erihit man

fUr die Nullimpedanz des Ttransformators die bekannte Beziehung

Uo =!-o (3.55)

Da audi diese Impedanz einen vernachlhssigbaren ohmschen Anteil aufweist, wird gew~lin-

lich nur die Nullreaktanz Xe verwendet. Ublicherweise bezieht man die Nullreaktanz auf die
Kurzschlussreaktanz und gibt das Verhltnis Xo/Xk an.

Fir die Bestimmung der Nullinduktivitdten von Transfarmatoren der Schaltgruppe YNy
ist die bisherige Rechnung nur geringftigig zu andern. So kiinnen sich bei einer sternfi~rmig

geschalteten Unterspannungswicklung im Leerlauf dart keine Strtime ausbilden. Mithin gilt

LU,1= LUS,02 = LUS, 03 = 0. (3.56)
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3.3 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen 110-kV-/10-kV-Transformators

Unter diesen Bedingungen kann die Gleichung (3.48) beibehalten werden. Ersetzt man die
Gleichung (3.49) durch

lus'01 0, (3.57)

so ergibt sich im Gleichungssystem (3.50) nur eine Anderung in der letzten Zeile der System-
matrix. Diese Zeile wird im Falle eines YNy-Transformators identisch Null bis auf eine Emns
in der vierten Spalte, die dem Strom lu,, zugeordnet ist. Dann kann die weitere Rechnung
wie oben beschrieben durchgefiihrt werden.

Am Beispiel eines realen 110-kV-/10-kV-Transformators sollen nun die Streuinduktivitdt
und Kurzschlussverluste sowie bei dreiphasigen Modellen auch die Nullinduktivitdt numme-
risch bestimmt werden.

3.3 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
1 1O-k-/ 1O-k-Transformators

Anhand realer ransformatoren, deren Streuinduktivitaten als Messwerte vorliegen. wird
gezeigt, dass man mit der Randelementmethode die Streuinduktivitat von Leistungstrans-
formatoren olioe jegliche Erfahrungsfaktoren mit einer dhnlichen Geoauigkeit wie bei einer
Messung bestimmen kann.
Als erstes wird emn dreischenkliger 110-kV-/I0-kV-Transformator mit 40 MVA Bemessungs-
leistung untersucht. Er weist die Schaltgruppe YNd5 sowie einen Stufeoschalter mit einem
Regelbereich von etwa ±15 % auf. Die Oberspannungswicklung besteht aus einer Stamm-
wicklung mnit rund 55 Scheiben und die Grob- nd Feinstufenwicklungen des Stufenschalters
aus ca. 160 bzw. 140 Wiodungen. Die Stammwicklung entihdt zwei parallele Windungs-
strainge mit je 770 Windungen. Dagegen verfiigt die Unterspannnngswicklung iiber zwei
parallele Strange aus je ungefdhr 150 Windungen in 3 Lagen. Diese Winduogen sind als
Drill-Leiter ausgeffirt, die jeweils mehr als 20 Teilleiter aufweisen.

Zn modellieren sind damit ungefdhr 7850 Windungen. Wie bereits im Abschoitt 2.3 ab-
geschdtzt ist, ergeben sich bei vollstiindigen Modellieruogen eines soichen Transformators
lineare Gleichungssysterne von mebreren Hunderttausend Gleichuogen. Fiur die praktische
Anwendung des hier vorgesteliten Verfahrens ist es wichtig, wie genau der Transforma-
tor tatsachlich nachgebildet werden muss, urn zuverldssig Streuioduktivitdten berechnen
zu k~nnen. Im Folgenden werden deshaib Modelle mit untersehiedlicher Detailgenauigkeit
untersucht.

3.3.1 Modellierungsstufen des 1 1-k-/1O-kV-Transformators

Urn in den folgenden Abschnitten die Ergebnisse der Berechnungen mit der Randelement-
methode iibersichtlich in Tabellen darstellen zu kbnnen, werden hier zuoachst die sieben
verwendeten Modelle des untersuchten 110-kV-/10-kV-Transformators beschrieben. Dabei
werden zum einen die physikalischen Parameter, zum anderen die Geometrie der Modeile
erikatert.

Aus den Materialkonstanten der Leiter lassen sich die physikalisehen Eigenschaften der Mo-
delle direkt bestimmen. Fiir die Windungen aus Kupfer werden Leiter mit einer elektrischen
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitiiten sowie der Kurzschlussverluste

Bild 3.9: Das Modell 1 des 11O-kV-/10-kV-Transformators.

Leitfdhigkeit von a = 5, 6 .1i0 Q-1mm1 und einer relativen magnetischen Permeabilit.t von
M,= 1 gewdhlt, wiffhrend der Eisenkern mit p, 5000 nachgebildet wird. Bei der elektri-

schen Leitfdhigkeit des Eisenkerns muss man jedloch von der tatsdchlichen abweichen. Die
Transformatorenkerne sind gebleclit, um Wirbelstr~me zu redluzieren. Diese Blechung kann
in demn verwendeten Modell nicht erfasst werden. Durch die Wahl einer niedrigen elektri-
schen Leitfdhigkeit von cr = I1 ~m- werden die Wirbelstrdme kiinstlich herabgesetzt; eine
Leitfdhigkeit von a = 0 fflhrt jedloch auf eine Singularitdt. Wie die Ergebnisse zeigen, kann
die Eisenleitfdhigkeit in einemn groigen Bereich schwanken, ohne dass die Resultate wesentlich
beeinflusst werden. Insofern ist diese Mal~nahme unproblematisch. Alle Rechnungen werden
bei einer Freqnenz von 50 Hz dnrchgefiihrt.
Ober die physikalischen Daten der Leiter hinaus ist zusdtzlich die Geometrie der sieben
Modelle zu erfassen. In dieser Hinsicht ist das Modell 1 das grdbste, wahrend das Modell 7
fast alle Windungen des Transformators enthalt. Dabei sind alle Modelle dreiphasig nach-
gebildet, genauso wie dlas in Abbildung 3.9 gezeigte Modell 1. Vom Modell 1 unterscheiden
sich die feineren Darstellungen des Transformators nur durch die grd~er6 Anzahl an Leitern

a) b)

Buld 3.10: Einphasiges Modell 1 des 110-kV-/10-kV-Tansformators a) mittlere, b) auhlere Phase.
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in den einzelnen Wicklungen. Alerdem sind in den Modellen 5 bis 7 die einzelnen Scheiben
der Oberspannungswicklung nicht rnehr alle identisch, sondern der Realitlit entsprechend in
den oberen und unteren Scheiben mit breiteren und daftir nicht so hohen Leitern nachge-
bildet. Angesichts der Tatsache, dass diese Details selbst aus Ubersichtsabbiidungen nicht
zu entnehmen wiiren, wird auf solche ffur die feineren Modelle verzichtet. Der Tabelle 3.1
kiinnen die Windungszahlen der eirizelnen Modeile entnommen werden.

Modell Windungen Windungen Windungen Windungen Sumnme der
Nr. Feinstufen- Grobstufen- Oberspannung Unterspannung Windungen

wicklung wicklung
1 72 80 392 294 838
2 144 160 770 294 1368
3 144 160 1540 294 2138
4 144 160 1540 1176 3020
5 144 160 1522 2352 4178
6 144 160 1522 4704 6530
7 144 160 1522 5880 7706

Tabelle 3.1: Modellierte Windungen in den verschiedenen Modellen des 11-kV-/1-k-Transforrmators.

Wie bereits angesprochen, Iisst die grol~e Zahi der naclizubildenden Leiter keine volistdndige
Modellierung des untersuchten 1 10-kV-/10-kV-Transformators mit alien drei Phasen auf den
derzeit zur Verfilgung stohenden Rechnern zu. Dieses wird vermutlich in wenigen Jahren
der Fail sein; doch bis dahin muss die Anzahi der Gleichungen reduziert werden. Wenn
man nur die mittiere Phase nachbildet, verringert sich die Anzahi der Leiter um den Faktor
drei. Durch die dann vorhandene Symmetrie wird nochmals der Faktor zwei eingespart. Da
der beniitigte Speicher ungefiir quadratisch mit der Zahi der Gleichung wdchst, bendtigt
man ffir emn einphasiges Modell wic in Abbiidung 3.10a nur rund 3 % des Speichers der
voilstandigen Modeilierung. Man kann aber auch eine der beiden dui~eren Phasen alleine
berechnen (vgi. Abbildung 3.10b). Hi-er ist keine Symmetrie vorhanden, also reduziert sich
der Speicherbedarf nur auf rund 11 %.

Mit den zugdnglichen Rechnerresourcen sind diese beiden Arten einphasiger Modelie f&i alle
sieben Modeiiierungsstufen berechnet worden. Inwieweit die dabei bestimmten Streuinduk-
tivithiten im Vergicich mit dreiphasig ermitteiten Werten noch aussagekrdftig sind, zeigt der
folgende Vergieich.

3.3.2 Einphasig ermitteite Streuinduktivithiten

Im vorangegangenen Abschnitt sind sieben Modelie vorgestelit worden, die den bier unter-
suchten 1 10-kV-/10-kV-Transformator zunebmnend genauer nachbilden. Mit diesen Modelien
sind zundchst einphasige Berechnungen der StreuinduktivitSdt durchgefflhrt worden. Tabelie
3.2 zeigt den Bedarf an Rechenzeit und Speicherpiatz.

Den hier dargesteliten Rechnungen liegen einheitiiche Randelement-Verteilungen zu Grunde.
Jeder Leiter ist mit eiaem Randelement pro Seite dargestelit worden, wdhrend die Rdnder
des Eisenkerns pro Seite in zehn Randelemente eingeteiit worden sind. Auf diese Weise
sind alie Rechnungen in diesem Abschnitt direkt vergieichbar. Im nhichsten Abschnitt wird
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Modell-Nr. Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
1 6824 HP-V2250 10 min 249 MB
2 11064 HP-L2000 15 min 663 MB
3 17224 HP-V2250 142 min 1618 MB
4 24280 HP-V2250 395 min 3225 MB
5 33752 HP-V2250 1028 min 6422 MB
6 52568 HP-V2250 2750 min 16142 MB
7 61976 HP-N4000 5045 min 22049 MB

Tabelle 3.2: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 1 10-k-/1-k-Transformators bei
Nachbildung der mittleren Phase.

zwischen Rechnungen mit mehr modellierten Leitern aus wenigen Randelementen und Sol-
chen mit weniger Leitern aus mehr Randelementen verglichen. Mit den verwend~ten zehn
Randelementen macht man zwar bei den berechneten Elementen der Induktivitdtsmatrix
mdglicherweise einen geringen Fehier von wenigen Prozent, die Streuinduktivitaten ader
spdter auch die Verluste 5.ndern sich bei feinerer Diskretisierung des Eisenkerns jedoch nicht
mehr.
Fior den untersuchten 110-kV-/10-kV-Transfarmator liegen Messungen der relativen Kurz-
schiuss-Spannungen ffir insgesamt drei Stellungen des Stufenschalters var. Neben der Mit-
tenstellung sind dies die beiden Extremstellungen mit maximaler bzw. minimaler Windungs-
zahi. Fiir diese drei Fiffle sind jeweils die Streuinduktivithten mit der Randelementmethode
nummerisch bestimmt warden. Dabei muss jedoch nur eine Feldberechnung durchgefiihrt
werden, denn die unterschiedlichen Stellungen des Stufenschalters lassen sich durch emn ent-
sprechendes Auswerten und Zusammenfassen der Induktivitdtsmatrix (3.22) auf der Ebene
der Leiterpaare bzw. Windungen simulieren. Die in der nachfalgenden Tabelle 3.3 aufgefohr-
ten Ergebnisse lieBen sich foiglich durch jeweils eine Rechnung mit den abigen Systeman-
forderungen bestimmen.

Modell-Nr. Uk bel Stufenschalter Uk bei maximaler Uk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 14,98 % 16,40 % 13,82 %
2 14,57 % 16,04 % 13,34 %
3 14,66 % 16,13 % 13,46 %
4 15,31 % 16,83 % 14,11 %
5 16,01 % 17,49 % 14,79 %
6 16,00 % 17,49 % 14,78 %
7 16,00 % 1 17,48 % 14,76 %
-Messwert 15,87 % 1 17,53 % 14,59 %

Tabelle 3.3: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen alier drei Stufenschalterstellungen ffir
die mnittlere Phase des 110-k-/1-k-Transformators bei afleiniger Modellierung dieser Phase.

Bemerkenswert ist der Sprung in der Qualitdt der Ergebnisse zwischen dem dritten und dem
vierten Madell. Die beiden Modelle unterscheiden sich im Wesentlichen in der Darstellung
der Untersparnungswicklung. Das vierte Modell enth~1t erstmals Drill-Leiter. Zwar sind die
Windungen our in vier Teilleiter eingeteilt; Wirbelstr6me in diesen Leitern werden jedoch
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schon wesentlich realitdtsndher beriicksichtigt. Mit cinem weiteren Schritt der Verfeinerung
- nun acht Teilleiter in den Unterspannungswindungen - ist praktisch die Konvergenz bei
den Ergebnissen erreicht.
Heute kc~nnen die Modelle 4 und 5 durchaus auf Workstations gerechnet werden, die weit
unterhaib der Leistungsklasse der Groflrechner liegen. Die Speicheranforderungen lassen sich
grb~tenteils durch g(instigen Festplattenspeicher befriedigen; nur die erhdhte Rechenzeit
muss in Kauf genotnmen werden.

Die geringe relative Abweichung der nummeriseli ermittelten relativen Kurzschluss-Spannun-
gen von den Messwerten zeigt, wie gut die Rand elIementmetho de ffur diese Berechnungen ge-
eignet ist. Fiir die Mittenstellung des Stufenschalters liegt der Messwert urn 0,8 % unter dem
Ergebnis der Randelementmethode, wenn man des dletaillierteste Modell zu Grunde legt. Die
beiden anderen Stufenschalterstellungen weisen berechnete Kurzschluss-Spannungen auf, die
urn 0,3 % unter bzw. urn 1,1 % iiber den Messwerten liegen.
An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass in die Ergebnisse keinerlei Erfah-
rungsfaktoren eingehen. Aul~erdemn ist nur die mittlerc Phase necligebildet worden, so dass
die Einfliisse der beiden dufleren nicht her~cksichtigt werden kdnnen. Diese Einschriinkung
ist ebenfalls in der Feldberechnung nach [1] gemeclit worden. Wesentlichen Einfluss auf die
Quelittit der Ergebnisse hat die oben diskutierte energiegewichtete Windungsldnge 1

,g' die
stett einer rein geornetrisch gemittelten Luinge verwendet wird. Wie theoretisch erwartet,
ist diese Art der Mittelung im Wesentlichen unabhdingig von der Deteiltreue des Modells.
Durch die Tabelle 3.4 wird dieses bestdtigt. Die Schwankungen der in die Streuindlukti-
vitatsberechnung eingehenden LUngen 1,g liegt bei unter 0,5 % f~r die sieben betrachteten
Modelle. Zumn Vergleich dazu weisen die Unterspannungswicklung in ihrem geometrischen
Mittelpunkt einen Umfeng von etwa 2,10 m und die 0Oberspen nu ngswick lung von etxva
2,84 m euf.

Modell-Nr. Energiegewichtete
Windungsldnge I.,

1 2,51232 mn
2 2,50993 m
3 2,50996 m
4 2,50128 m
5 2,50424 m
6 2,50706 m
7 2,50764 m

Tabelle 3.4: Energiegewichtete Ldnge, bei verschiedcnen Modellen des 11-k-/1O-kV-Transformators er-
mittelt.

Nachdem die bisherigen Ergebnisse gezeigt haben, dass es prinzipiell mdglich 1st, die Streuin-
duktivit~ten von Leistungstransformatoren mit der Rendelementmethode zu bestimmen,
soil die Berechnung nun m6glichst noch genauer gestaltet werden. Als erstes wird dazu die
zweite mi~gliche einphasige Modellierung gemdA3 Abbildung 3.10b untersucht. Dabei wird
ellein eine Phase auf dem dul~eren Schenkel nechgebildet.

In diesemn Fall kann keine Symmetrie melir ausgenutzt werden, so dess sich die Anzehl der
Gleichungen gegeniber den einphasigen Modellen mit der mittleren Phase urn den Faktor
zwei erhiiht. Als Konsequenz daraus steigen die benbtigten Systemnressourcen stark an, wie
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die folgende Tahelle 3.5 zeigt.

Modell-Nr. -Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
1 6824 HP-V2250 30 min 744 MB
2 11064 HP-V2250 114 min 1955 MB
3 17224 HP-V2250 798 min 2821 MB
4 24280 HP-V2250 2076 min 10301 MB
5 33752 NEC SX-4 1346 min 20146 MB
6 52568 HP-N4000 10121 min 46560 MB

Tabelle 3.5: Laufzeiten und Speicherbedaff der eiraphasigen Modelle des 11-lc-/1-k-Mransformators bei
Nachbildung der 5.uleren Phase.

Bei der Berechnung der relativen Kurzschluss-Spannung allein f~r eine 5.ulere Phase erge-
ben sich priuzipiell geringere Werte ffur Uk als bei der mittlexen Phase. In der Tabelle 3.6
liegen die Ergebuisse durchschnittlich etwa, 1,8 % unterhaib der oben fUr die mittlere Phase
angegebenen Kurzschluss-Spannungen.

Modell-Nr. Uk bei Stufenschalter Uk bei maximaler Uk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 14,73 % 16,08 % 13,62 %
2 14,32 % 15,72 % 13,15 %
3 14,40 % 15,81 % 13,28 %
4 15,36 % 16,78 % 14,20 %
5 15,69 % 17,10 % 14,56 %
6 15,59 % 17,00 % 14,42 %

Messwert 15,87 % 17,53 % 14,59 %

Tabelle 3.6: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstelluingen ffir
die 5.ulere Phase des 110-ky-I 10-kV-Ttansformators bei alleiniger Modellierung dieser Phase.

Physikalisch lassen sich die klineren relativen Kurzschluss-Spannungen der Sii~eren Wick-
lungsstriinge einerseits auf die stark verringerte Hauptinduktivitdt zur~ickfiiren. Bei einem
Transformator mit einem Dreischenkelkern ohne Beriicksichtigung von Stoilfugen in den
Blechen schlieBen sich die Feidlinien einer 5.u~eren Wicklung ilber einen viel ldngeren Ei-
senweg. Dadurch reduzieren sich die magnetischen Leitwerte der Wicklung und mit ilinen
die Hauptinduktivitdt auf etwa 25 % des Wertes der mittleren Wicklungen, wie die Be-
rechnungen ergeben haben. Eine so merklich verringerte Hauptinduktivit5.t wirkt sich, wie
aus dem einphasigen T-Ersatzschaltbild des Transformators in Abbildung 3.1 ersiclitlich,
dann auch auf die Kurzschluss-Spannung aus, weil die Gesasntimnpedanz im Kurzschlussfall
reduziert ist. Andererseits weisen die dulleren Wicklungsstr~inge, die telweise auilerhalb des
Eisenkerns liegen, auch emn anderes Streufeld als der in der Mitte liegende Strang auf. Bei
dreiphasigen Modellen fallen diese Asymmetrien jedoch deutlich geringer aus, wie die Be-
rechnungen spdter zeigen werden.
Bisher sind die relativen Kurzschluss-Spannungen fUr die mittlere und die beiden gdu~eren
Phasen getrennt berechnet worden. Ublicherweise gibt man auch bei dreiphasigen rans-
formatoren nur eine Kurzschluss-Spannung an. GemiiB DIN VDE 0532 Teil 101 [16] wird
die Mittelung nicht prazise vorgeschrieben. Wenn man also jede Phase mit dem gleichen
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Gewicht in den Mitteiwert eingehen Iisst, so muss die relative Kurzschluss-Spannung der
5.uleren Phase zweifach gewichtet werden. Die Ergebnisse einer soichen Mittelung sind in
Tabelle 3.7 dlargestellt.

Modell-Nr. Uk bei Stufenschalter Uk bei maximae 1 kbe iimaler
in Mittenstellung Ubersetzug Ubrezung

1 14,81 % 16,19 % 13,69 %
2 14,40 % 15,83 % 13,21 %
3 14,49 % 15,92 % 13,34 %
4 15,34 % 16,80 % 14,17 %
5 15,80 % 17,23 % 14,64 %
6 15,73 % 17,16 % 14,53 %

Messwert 15,87 % 17,53 % 14:59 %

Tabelle 3.7: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestimmnten relativen Kurzschiuss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen des 1 1-k-/1O-kV-Transforrnators.

Insgesamt; weichen die gemnittelten relativen Kurzschluss-Spannungen geringfiigig st5.rker von
den Messwerten ab, als es bei der einphasigen Berechnung der mittleren. Phase allein der Fall
ist. Sie liegen mit einer Differenz von 0,9 % ftir die Mittenstellung des Stufensclialters, 2,2 %
fUr die Maximaistellung und 0,4 % ftir die Minimaistellungjedloch niclit wesentlich unterhaib
der Messwerte. Beachtet man noch die Tatsache, dlass auch die Messung der Kurzschluss-
Spannung den in [17] beseliriebenen Schwierigkeiten unterliegt und damit fehierbehaftet ist,
so erscheint dlas MaB der (Jbereinstimmung als sehr befriedigend.

3.3.3 Konvergenzverhalten einphasig ermittelter Streuinduktivitiiten

Im vorangegangenen Abschnitt sind die einphasig berechneten Streuinduktivitdten eines
110-k V-/10-k V-Transformators erliutert worden. Alle dort betrachteten Modelle waren mit
nur einem Randelement pro Seite ffir die Leiter und zelin Randelementen pro Seite beim
Eisenkern ausgestattet. Nun sollen Modelle bei geringerer Leiterzahl mit mehreren Randele-
menten je Seite berechnet werden. Gesucht ist die Antwort auf die Frage, ob man bei einer
gegebenen Anzahl an Randelementen - bestimmt z.B. durch feststehendle Systemnressourcen
- besser eine grb~ere Anzahl von Leitern nachbildet oder mehr Randelemente bei einem
grdberen Modell eingesetzt werden.

Als Vergleichsmaflstab wird die relative Kurzschluss-Spannung fUr die Mittenstellung des
Stufenschalters herangezogen, die sich aus einphasigen Nachbildlungen der mittleren Phase
ergibt. Daffir bestimmte Werte sind der Tabelle 3.3 des vorigen Abschnittes zu entnehmen.
Der erste Vergleich wird mit dem Modell 1 durchgefidhrt, dessen Randelementezahi sukzes-
sive bis auf den Faktor zehn erhbht worden ist. Damit liegt die Anzahl der verwendleten
Randelemente sogar iiber der von Modell 7. Wie in der Tabelle 3.8 zu sehen, stelit sich im
untersuchten Bereich zwar eine Konvergenz des Ergehnisses emn, jedloch bleibt eine recht
gro~e Abweichung von 3,5 % bezogen auf den Messwert erhatten.

Damit kann festgehalten werden, dlass man mit zu groben Modellen trotz gr6erer Randele-
mentezahi je Seite die Genauigkeit von feineren Modellen mit vergleichbarer Randelemente-
zahl nicht erzielen kann. Allerdings kbnnen Modelle, die eine gewisse Detailtreue aufweisen,
durchaus die Ergebnisse der feinsten Modelle erreichen. In der nachfolgenden Tabelle 3.9 sind
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Randelemente Uk

6824 14,98 %
13648 15,12 %
20472 15,21 %
27296 15,25 %
34120 15,29 %
40944 15,30 %
47768 15,32 %
54592 15,33 %
61496 15,33 %
68240 15,34 %

Tabelle 3.8: Konvergenzverhaldten der relativen Kurzschluss-Spannung bei Erhdhung der Randelementezahi
am Beispiel des Modells 1 des 11-k-/1-k-Tansformators.

die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen fUr das Modell 4 bei Verwendung von bis
zu der dreifachen Anzahl Randelemente dargesteilt. Die so bestimmten Werte ffir Uk liegen
zumn Teil sogar dichter an den Messwerten als die mit den Modellen. 5 bis 7 bestimmten.

Randelemente Uk

24280 15,31 %
48560 15,62 %
72840 15,71 %

Tabelle 3.9: Konvergenzverhalten der relativen Rurzschluss-Spannung bei Erhibhung der Randelementezahi
am Beispiel des Modells 4 des 11-kV-/1-k-Transformators.

In Abbildung 3.11 sind die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen fiber der Anzahl
der Randelemente noch einmal zusammenfassend dargestelit. Man erkennt die Konvergenz
sowohi bei Verfeinerung der Modelle sowie bei Erhfihung der Randelementezahi. Jedoch
wird ebenfalls deutlich, dlass sich Modell 1 nicht zur Bestimmung praziser Streuindukti-
vitflten eignet. Eine Modellierung soilte mindestens so genau sein, dass alle Windungen
nachgebildet und Drill-Leiter zumindest tejiweise berticksichtigt werden. Ob man die Rand-
elemente danach eher auf etwas weniger Leiter verteilt oder stattdessen mehr Leiter mit
weniger Randelementen pro Seite verwendet, kann nicht abschlie~end entschieden werden.
Festzuhalten bleibt die Tatsache, dass eine Erhdhung der Randelementezahi bei ansonsten
gleicher Modellierung zu einer hdheren berechneten Streuinduktivitht fifirt. Die Tabellen
3.8 und 3.9 belegen dieses Verhalten. Es ist eine bei alien Streuinduktivitdtsberechnnngen
mit der Randelementmethode beobachtete Erscheinung, dass sich die Ergebnisse von unten
dem Grenzwert ndhern. Aus den bisherigen Rechnungen kdnnen ebenfalls Aussagen Uber
die Kurzschlussverluste gewonnen werden, die im Folgenden dargestelit sind.

3.3.4 Bestimmung der Kurzschlussverluste bei einphasigen Modellen

Aussagen fiber die Kurzschlussverluste erhalt man, indemn anstelle des Imagin9.rteils bei
den Impedanzen der Realteil betrachtet wird. Aus dem so hestimmten Verlustanteil ur der
relativen Kurzschluss-Spannung lassen sich durch Gleichung (3.37) die Kurzschlussverluste
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Bild 3.11: Berechnete relative Kurzschluss-Spannung Uk in Abhuingigkeit von der Randelementezahi fUr die
Modelle 1 bis 7 sowie ffir die Modelle I und 4 mit erhbhter Randelementezahi.

Pk hestimmen. F~r die in diesem Abschnitt betrachteten einphasigen Modelle ergeben sich
die in Tabelle 3.10 dargesteilten Verluste.

Modell-Nr. Ur Pk
1 1,71 % 682,7 kWV
2 1,66 % 663,3 kW
3 1,15 % 461,5 kW
4 0,65 % 259,4 kW
5 0,52 % 206,6 kW
6 0,47 % 187,4 kW
7 0,47 % 178,8 kW

Messwert 10,40 % ,158,4 kW

Tabolls 3.10: Mit der Randelementmethode bestimmnte Kurzschlussverluste Pk, des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators.

Auff'allig sind hier die zum Teil extrem grof~en Verluste bei den Modellen 1 bis 3. Sie sind
durch die grobe Darstellung vor allem der Unterspannungswicklung begriindet. Dort eritste-
hen in den viel zu grog3 nachgebildeten Leiter betrOdchtliche Wirbelstrtime, die diese Verluste
verursachen. Zwischen den Modellen 3 und 4 kommt es - wie bei den Streuinduktivitd.ten -
zu einem deutlichen Qualitiitssprung in den Ergebnissen. Durch die immer genauer nachge-
bildeten Leiter der weiteren Modelle gehen die Wirbelstromverluste zurilck, bis scblie~lich in
der genallesten Darstellung die gemnessenen Verluste bis auf gut 12 % reproduziert werden.
An dieser Stelle sei auf die Problematik der Messung der Verluste (vgl. [17]) hingewiesen.
Im Vergleich zu den Ergebnissen der Streuinduktivitdtsberechnung ist die relative Abwei-
chung bel den hier bestimmten Kurzschlussverlusten iiberdurchschnittlich grog3. Jedloch sind
die absoluten Abweichungen zwischen den berechneten und gemessenen Werten fUr u, hn
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lich grol3, wie dieses bei Uk der Fall ist. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass hier die
Genauigkeitsgrenze der verwendeten Rechner und Zahiendarstellung erreiclit wird, zumnal
die spbter bei der Kraftberechnung diskutierten Genauigkeiten ebenfalls in dieser Gr6IBen-
ordnung liegen. FUr die Ungenauigkeiten bei der relativen Kurzschluss-Spannung Uk k~5nnen
die hier auftretenden Differenzen jedoch kaum verantwortlich gemacht werden. Der Einfluss
vonI Ur ist wegen des quadratischen Zusammenhangs gemdA3 Gleichung (3.18) nur minimal,
solange u, < u. gilt.
Die bisherigen Ergebnisse reprdsentieren die gesamten Kurzschlussverluste. Daraus kannen
die Zusatzverluste berechnet werden. Ausgehend von Gleichung (3.41) werden daffir die
Gleichstromverluste ben~tigt. Bekanntlich sind diese aus den geometrischen Abmessungen
sowie der elektrischen Leitfdhigkeit der Windungen gemhl3 Gleichung (3.40) zu bestimmen.
Eine Feldberechnung ist dafiir nicht notwendig. FTr den 110-kV-/10-kV-Transformator las-
sen sich die Gleichstromverluste so zu PG = 132, 7 kW bestimmen. Dem steht emn Messwert
von 130,7 kW gegentiber.
Abschlief~end kdnnen aus der Differenz der Kurzschlussverluste Pk und der Gleichstromver-
luste Pr, die Zusatzverluste Pz berechniet werden. Sie sind aus den Messwerten mit 27,7 kW
bestimmt worden, wahrend die Rechnungen 46,5 kW liefern. In diesem Fall resultiert die
Abweichung im. Wesentlichen aus den oben schon diskutierten Ungenauigkeiten bei den
Kurzschlussverlusten. Der richtig berechnete Anteil der Gleichstromverluste ist darin nicht
melir enthalten, so dass die relative Abweichung bier besonders groB wird. Zu bedenken sind
dabei aul~erdem diejenigen Verluste, die Kreisstr~me in parallelen Zweigen verursachen. Sie
werden ebenfalls als Zusatzverluste gewertet. Soiche Strdme k~nnen in diesem Modell nicht
erfasst werden. Im Weiteren wird iiberpriift, ob eine dreiphasige Nachbildung die systema-
tischen Fehier merlich verringert.

3.3.5 Dreiphasig ermittelte Streuinduktivitqten

Im Abschnitt 3.2.1 ist die Berechnungsmethode fUr die Untersuchung des dreiphasigen Kurz-
schlussversuchs beschrieben worden. Anzumerken bleibt, dass der Kernpunkt der einpha-
sigen Streuiniduktivitd.tsberechnung - die Verwendung der energiegewicliteten Ldnge 1.g -
auch hier in unver~.nderter Form beibehalten wird. Weiterhin werden die Gr6Bfen Strenin-
duktivitdt, Kurzschlussreaktanz sowie relative lKurzschluss-Spannung synonym verwendet.
Verglihen mit einphasigen Rechnungen sind bei dreiphasigen ein Vielfaches der Systemres-
sourcen notwendig. Aus der Tabelle 3.11 ist zu ersehen, dass nicht mehr alle Modelle mit
den verfiigbaren Ressourcen berechnet werden kdnnen. Vermutlich diirfte sich das schon in
wenigen Jahren. Andern.

Modell-Nr. Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
1 20232 HP-V2250 602 min 7977 MB
2 32952 HP-V2250 2657 min 20864 MB
3 51432 HP-N4000 11379 min 50219 MB

Tabelle 3.11: Laufzeiten und Speicherbedarf verschiedener dreiphasiger Modelle des 110-ky-/10-ky-
7aansformators.

Urn die Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu gewahrleisten, sind auch hier alle Rechnungen
mit je elnem Randelement pro Seite durchgefiihrt worden. Auf den kingeren R axdern des
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3.3 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen 1 10-kV-/10-kV-Transformators

Elsenkerns waren es wiederum jeweils zelin Randelemente. Im Gegensatz zu den einphasigen
Modellen sind hier die Mtiglichkeiten, die Randelementezahi zu erhdhen. angesichts der
grol~en Anzahl an Leitern kaum vorhanden.
Bei dreiphasigen Rechnungen m~ssen die bestimmten relativen Kurzschluss-Spannungen
aller drei Phasen zusammengefasst werden. Analog zu den einphasigen Rechnungen mittelt
man auch hier die relativen Kurzschluss-Spannungen arithmetisch. Da die Unterschiede
zwischen den drei Phasen verhiiltnismHfig gering sind, ist diese Mittelung unproblematisch.
Im Detail sind die Ergebnisse der Tabelle 3.12 zu entnehmen.

Modell- Uk bei Stufcnschalter Uk bei maximaler Uk bel minimaler
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung Uibersetzung

Mitte Links Rechts Mitte Links Rechts Mitte Links Rechts
1 14,93 %14,84 %14,84 % 16,31 %16,24 %16,24 % 13.87 %13175 %1l3,75 %

Mitteiwert: 14,87 % Mitteiwert: 16,27 % Mittelwert: 13.79 %
2 14,44 %14,42 %14,42 % 15,88 %15,88 %15,88 % 13,24 %13,22 %13,22%

Mittelwert: 14,43 % Mitteiwert: 15,88 % Mitteiwert: 13,23 %
3 14,52 %14,50 %14,50 % 15,97 %15,96 %15,96 % 13,37 %13,33 %13,33 %

______ Mitteiwert: 14,51 % Mittelwert: 15,97 % Mittelwert: 13,37 %
Messwert 15,87 % 17,53 % 14;59 %

Tabelle 3.12: Numnmerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen alier drei Stufenschalterstellungen
des 11-k-/1O-kV-Transformators bei dreiphasiger Modellierung.

Da our die ersten drci Modelle zu untersuchen sind, ergeben sich grSIere Abweichungen zu
den Messwerten. Dabei ist jedoch zu beachten, dass sich auch bei den einpbasigen Rech-
nungen erst mit den Modellen 4 und 5 die Ergebnisse deutlich verbessert haben. Wie der
Vergleich zwischen den einphasigen und dreiphasigen Rechnungen der Modelle 1 bis 3 in
der Tabelle 3.13 zeigt, stimmen die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen bei al-
len Modellen und Stufenschalterstellungen mit einer Abweichung von deutlich unter 1 %
iiberein.

Modell-Nr. Abweichung bei Stufen- Abweichung bei maxi- Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung maler Ubersetzung maler Ubersetzung

1 0,41 % 0,49% 0,73 %
2 0,21 % 0,32 % 0,15 %
3 0,14% 0,31 % 0,00 %

Tabelle 3.13: Relative Abweichungen der dreiphasig berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen slier
drei Stufenschalterstellungen des 11-kV-/lO-kV-'I~ansfbrmnators von den eiophasig ermittelten.

Abschliellend bleibt festzuhalten, dass auf den verftigbaren Rechnern zur Zeit keine detaillier-
ten dreiphasigen Modelle zu bearbeiten sind. Jedoch lassen sich diese von den berechenbaren
einphasigen Naclibildungen gut anndhern. Anschlieflend wird auf die Nullinduktivitdten von
Transformatoren eingegangen.
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitaten sowie der Kurzschlussverluste

3.3.6 Ermittlung der Nullinduktivitgiten

Neben den Streuinduktivitdten kann man aus der Induktivitdtsmatrix (3.42) gemdg Glei-
chung (3.55) auch die Nullinduktivitdten bestimmen. Im Gegensatz zu den Streuindukti-
vititen kdnnen jedoch keine detaillierten einphasigen Modelle verwendet werden. Stattdes-
sen ist eine dreiphasige Rechnung erforderlich. Als erstes werden die ermittelten Nullinduk-
tivitdten des dreischenkligen 110-kV-/10-kV-Transformators diskutiert.
In der Praxis ist es iblich, das Verhi1tnis der Null- zu der Kurzschlussimpedanz des Mitsys-
tems anzugeben. Fr die beiden Schaltgruppen YNd und YNy sind die fUr die ersten drei
Modellierungsstufen des 110-kV-/10-kV-Transformators bestimmten Werte in der Tabelle
3.14 angegeben.

Modell-Nr. Xo/Xk (YNd) Xo/Xk (YNy)
1 0,62 3,75
2 0,62 3,77
3 0,62 3,72

Tabelle 3.14: Nummerisch ermitteltes Verhiltnis von Nullreaktanzen zu Kurzschlussreaktanzen ftir die
Schaltgruppen YNd und YNy am Beispiel des dreischenkligen 110-kV-/10-kV-Transformators.

Zuncichst fallt besonders die Konstanz des Verhgltnisses Xo/Xk auf. Die geringen Schwan-
kungen resultieren daraus, dass sich die Kurzschlussimpedanz von Modell zu Modell in
gleichem Mate wie die Nullimpedanz dndert. Daher ist zu vermuten, dass auch bei den bis-
her nicht berechenbaren Modellen das Verhidltnis Xo/Xk erhalten bleibt. Bevor jedoch nicht
das Modell 4 iiberpriift worden ist, das beziiglich des Streuinduktivititen gegenfiber Mo-
dell 3 eine deutliche Verbesserung in der Genauigkeit darsteilt, kann hier keine abschlieflende
Aussage getroffen worden.
FUr Ttansformatoren mit Kessel erwartet man nach [13] ein Xo/Xk von etwa 1, wenn die
Schaltgruppe YNd vorliegt, bzw. einen Wert von ungefhhr 10... 14 bei der Schaltgrup-
pe YNy. Die berechneten Ergebnisse liegen in beiden Filen jedoch erheblich niedriger.
Hauptursache ist die im Abschnitt 3.2.2 beschriebene Dreidimensionalitat der Nullfelder.
Aufgrund der fehlenden Phasenverschiebung schliellen sich die Felder tiber die Luft (vgl.
auch Abbildung 3.7 auf Seite 47). Damit entfdllt die feldftihrende Wirkung des Eisenkerns
in der Modellebene. Der Einfluss eines Kessels ist nur minimal, da dieser im zweidimensio-
nalen Modell nur unzureichend erfasst wird (vgl. Abschnitt 3.2.2). Somit kbnnen die mit
der zweidimensionalen Randelementmethode bestimmten Nullinduktivithten nur als orien-
tierende Werte betrachtet werden. Genauere Aussagen lassen sich erst dann treffen, wenn
zum Vergleich Messwerte herangezogen werden.

Wie ebenfalls im Abschnitt 3.2.2 beschrieben, fiihren die zusdtzlichen Schenkel eines Fiinf-
schenkelkernes dazu, dass sich die Felder iber diese Schenkel schliellen kdnnen. Damit sollte
das zweidimensionale Modell bei diesen Ausfiihrungen wieder besser gerechtfertigt sein.
Um diese Frage zu kiaren, ist das zweite Modell des 110-kV-/10-kV-Transformators um
zwei zusdtzliche Schenkel erweitert worden. FIr diesen nun ftinfschenkligen Transformator
hat sich fUr eine angenommene Schaltgruppe YNd ein Verhdltnis Xo/Xk = 0, 79 ergeben.
Zu erwarten wdre wie auch beim Dreischenkelkern ein Wert von etwa 1. Damit liegt das
Ergebnis deutlich nher am Richtwert als der Wert von Xo/Xk = 0, 62 der dreischenkli-
gen Kernbauart. Bei der Schaltgruppe YNy liegen die typischen Werte gem3Il [13] etwa bei
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3.3 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen 110-kV-/10-kV-Transformators

Xo/Xk = 10... 100. Hier hat die Rechnung Xe/Xk = 1878 ergeben. Der zu hohe Wert diirfte
darauf zurilckzuffihren sein, dlass die Stof~fugen bei der Kernmodellierung unberiicksichtigt
geblieben Sind.
Ohne einen Vergicich mit Messwerten kann keine abscliliel~ende Aussage fiber die Qualitlit
der berechneten Nullinduktivitdten getroffen werden. Bevor auf einen weiteren Transforma-
tor eingegangen wird, soil] zundchst emn systematischer Fehier, das Ausnutzen von Symme-
trien, ndher untersucht werden.

3.3.7 Fehler durch Ausnutzung der Symmetrie

Wie bei der Beschreibung der Symmetrien im Abschnitt 2.3.1 erlliutert worden ist, be-
steht bei Querschnitten durch reale Ransformatoren keine exakte Symmetrie. Eine ideal
gewickelte Spule weist zwischen dem Hin- und dem Rflckleiter einen Versatz von einer hal-
ben Windungshflhe auf. Modelliert werden jedloch zumneist exakt symmetrische Modelle. um
die Anzahl der zu Ifisenden Gleichungen niedrig zu halten. Schematisch Sind diese beiden
Geometrien in der Abbildung 3.12 gezeigt.
In den untersuchten Transformatoren Sind die verwendleten Leiter jedloch nur einen knap-
pen Zentimeter hoch. Es ist somit zu erwarten, dlass der dladurch entstandene Fehier zu
vernachlhssigen ist. Eine Untersuchung der Einfltisse der Symmetrie hat diese Vermutung
besttitigt. Es Sind mehrere kline Modelle des 110-kV-/10-kV-Transformators mit Verschie-
bungen der Hin- und Riickleiter gegeneinander um die Hdlfte der Windungshflhe durchge-
rechnet worden. Dabei kann man die Hin- oder Riickleiter entweder alleine oder andererseits
beide Windlungsteile in jeweils unterschiedliche Richtungen verschieben. 1m ersten Fall kann
die Verschiebung nach unten oder oben durchgefiihrt werden, wdhrend im zweiten Fall die
Auswahl bleibt, ob der linke oder rechte Teil nach oben verlagert werden soil. Schlie3-
lich kann man diese Auswahl bei jedler Wicklung unabhdngig treffen. Aus der'Vielzahl der
Mfiglichkeiten ergibt sich, dlass diese nicht alle bei Modellen tiberprtift werden ktinnen, die
an die Grenzbelastung der zur Verfilgung stehenden Rechner heranreichen.
Als Ergebnis ergibt sich, dlass in keinem Fall die Abweichung zwischen den Streuindukti-
vitdten nder Verlusten des symmetrischen Modells elnerseits und des realistischeren Modells
andererseits tiber 0,1 % angewachsen ist. Emn systematiseher Fehler in dieser Gr6Ble ist zu
vernachlc.ssigen, weil die Streuinduktivitdten im gleichen Bereich variieren, wenn man die
Wicklungen um wenige Millimeter verschiebt. Mit solchen Toleranzen ist ohnehin zu rech-
nen, weil die exakten Positionen der Leiter nicht bekannt Sind. Man kann zwar aus den

a) b)

Bild 3.12: a) Modellierte Windungen (symmetrisrh), b) reale Windungen (asymnmetrisch).
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitdten sowie der Kurzschlussverluste

R.uBeren Abmnessungen einer Wicklung - einschlieBlich Isolation und der verwendeten Lei-
tergrd~e - eine realistische gleichmrJ~ige Verteilung der Leiter abschd.tzen, die genauen Po-
sitionen unterliegen aber auch Fertigungstoleranzen. Weiterhin Sind die Differenzen in den
berechneten Streuinduktivitaten und Verlusten ffir unterschiedlich detaillierte Modelle deut-
lich grd~er als 0,1 %. Insgesamnt bleibt festzuhalten, dass die Annabme einer symmetrischen
Wicklungsanordnung zu keinem nennenswerten systemnatisehen Feller fiihrt.

3.4 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
11-k-/20-kV-Transformators

Als zweites Beispiel wird emn 110-kV-/20-kV-Transformnator iffnlicher Bauart wie der zuvor
untersudlite 110-kV-/10-kV-Transformnator betrachtet. Audi dieser Transformator verfiigt
fiber einen Stufenschalter mit knapp 13 % Regelbereich sowie die Schaltgruppe YNd5.
Mit einer Bemnessungsleistung von 31,5 MVA ist er jedoch etwas kleiner dime~nsioniert.
Der wesentliche Unterschied gegeniiber dem ersten Beispiel besteht darin, dass die par-
allelen Strdnge in Unter- und Oberspannungswicklung fehien. Mit ca. 740 Windungen in
der Stammwicklung sowie etwa 120 in der Grob- und 110 in der Peinstufenwicklung des
Stufenschalters besitzt dieser Transformator oberspannungsseitig d.hnlich viele Windungen
wie der zuvor untersuchte 110-kV-/10-kV-Transformnator. Aufgrund der doppelt so hohen
Bemnessungsspannung unterspannungsseitig muss hier mit fast 290 Windungen in vier La-
gen auch etwa die doppelte Anzahl berflcksichtigt werden. Jedoch Sind die Drill-Leiter der
Unterspannungswicklung mit nur knapp 15 Teilleitern ausgefiihrt, so dass insgesamnt rood
5320 Windungen nachgebildet werden mitissen. Da die Windungszahl des 110-ky-/10-ky-
Transformators deutlich unterschritten wird, ist es miiglich, emn detaillierteres dreiphasiges
Modell dieses Transformators zu betrachten.

3.4.1 Modellierungsstufen des 1 1-k-/20-kV-Transformators

Aufgrund der geringeren Windungszahl des 110-kV-/20-kV-'Tansformnators kanfi auf rela-
tiv grobe Modelle verzichtet werden. Die in der Tabelle 3.15 beschriebenen drei Modelle
Sind trotz ihrer Genauigkeit immer noch klein im Vergleich zu denen des 110-ky-/10-ky-
Transformators.

Modell Windungen Windungen Windungen Windungen -Sumnme der
Nr. Feinstufen- Grobstufen- Oberspannung Ilnterspannung Windungen

____ wicklung wicklung ______________ _____

1 108 120 743 288 1259
2 108 120 743 1728 2699
3 108 120 743 3456 4427

Tabelle 3.15: Zahi modellierter Windungen in den drei verschiedenen Modellen des 110-kV-/20-kV-
Transformators.

Das zung.chst verwendete Modell 1 entspricht in seiner Detailtreue etwa dem Modell 3 des
110-kV-/10-kV-Transformators, Modell 2 wiederurn demn Modell 5. Schliel~lich Sind auch die
beiden detailgetreuesten Modelle vergleichbar. Bezflglich der physikalischen Eigenschaften
gilt das im Abschnitt 3.3.1 Gesagte.
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3.4 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen 1 1-kV-/20-kV-Transformators

Bild 3.13: Modell 1 des 110-kV-/20-kV-Transforinators.

In der Abbildung 3.13 erkennt man im Modell 1 des 11-kV-/20-kV-Transformators die
Leiter der Unterspannungswicklung. Einzelne Leiter der Oberspannungswicklung kbnnen
nicht mehr aufgeliist werden. Sichtbar ist jedoch noch die unterschiedliche Struktur der
Scheiben dieser Wicklung. Insgesamt gibt es sechs Bereiche: Zundichst die oberste Scheibe,
dann zwei Bldcke aus je drei Scheiben; nach dem Hauptteil der Wicklung folgen unten noch
einmal vier identische Scheiben, bevor die unterste Scheibe die Wicklung vervollstiindigt. In
jedem dieser Bereiche sind die verwendeten Leiter gleich graB; sie unterscheiden sich jedoch
von Bereich zu Bereich. Zu den R5,ndern der Spule hin warden die Leiter breiter und sind
daffir etwas weniger hoch.
Wie auch schon beimn ersten Beispieltransformator werden zuniichst die einphasigen Modelle
diskutiert, wobei wiederum sowohi die mittlere als auch eine duf~ere Phase betrachtet wer-
den. Anschliel~end werden die so bestimmten Streuinduktivitdten wiederum mit denen der
dreiphasigen Modelle verglichen.

3.4.2 Einphasig ermittelte Streuinduktivit~ten

Anhand der Modelle 1 bis 3 des 110-kV-/20-kV-TIransformators sind mit der schon yam
vorangegangenen Transformatar her bekannten Randelementeverteilung einphasige Berech-
nungen der Streuinduktivitat durchgefiihrt warden. Mit 3' und 3" sind Varianten des Modells
3 gekennzeichnet, die mit der doppelten bzw. dreifachen Randelementezahi berechnet war-
den sind. Wie die Tabelle 3.16 zeigt, liel3 die geringe Leiterzahl bei diesem Transformator
eine soiche Erhdhung der Randelementezahi - zumindest bei den einphasigen Modellen der
mittleren Phase - zu.
Im Gegensatz zu den Rechnungen ftir den 11-k-/1-k-Transformator werden schon mit
dem gruibsten Modell die Messwerte recht gut getroffen. Der Grand daffir ist wiederum die
hdhere Genauigkeit der Modelle. In der Tabelle 3.17 sind die Ergebnisse dargestelit. Hier
liegen die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen bei alien drei Stufenschalterstel-
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Modell-Nr. Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
1 10192 HP-L2000 18 min 561 MB
2 21712 HP-V2250 275 min 2576 MB
3 35536 HP-V2250 1183 min 7936 MB

3' 71072 NEC SX-4 435 min 23155 MB
3" 106608 NEC SX-4 ,1915 minm 49377 MB

Tabelle 3.16: Laufzeiten und Speicherbedarf der drei einphasigen Modelle des 11O-kV-/2O-kV-Transformators
zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung der mittleren Phase.

lungen urn etwa 3,5 % ilber den Messwerten, wern man das genaueste Modell betrachtet.
Obwohl die Ergebnisse des grdbsten Modells damit dichter an den Messwerten liegen, soil-
te dieser Tatsache nicht zu viel Bedeutung beigemessen werden, da die Messwerte auch
Messfehler aufweisen.

Modell-Nr. Uk bei Stufenschalter uk bei maximaler Uk bei minimaler
in Mittenstellung tlbersetzung T~bersetzung

1 12,61 % 13,48 % 11,89 %
2 12,90 % 13,79 % 12,18 %
3 12,92 % 13,80 % 12,19 %
3' 12,96 % 13,85 % 12,23 %
3" 12,98 % 13,87 % 12,27 %

Messwert 12,52 % 13,41 % 11,83 %

Tabelle 3.17: Nummerisch ermnittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
des 11-k-/20-kV-Ttansformators bei einphasiger Modellierung der mittleren Phase.

FUr die Berechnung des 5.uferen Wicklungsstrangs kamen die Modelle 3' und 3' nicht mehr
in Betracht, aber mit, dem Modell 3 konnte die fast vo11st~.ndige Nachbildung der Wicklun-
gen untersucht werden. Ejuen tlberblick Uber die beni~tigten Rechnerressourcen fUr diese
Rechnungen gibt die folgende Tabelle 3.18.

Modell-Nr. Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
1 10192 HP-V22 10 91 min 1681 MB
2 21712 HP-V2250 845 min 8253 MB
3 35536 NEC SX-4 422 min 19713 MB

Tabelle 3.18: Laufzeiten und Speicherbedarf der drei einphasigen Modelle des 110-kV-/20-kV-Transformnators
zur Bestirnmung der relativen Kurzschluss-Spannumg der aulleren Phase.

Wie schon beim 110-kV-/10-kV-Transformator liegen die ffir die dul~ere Phase bestimmten
relativen Kurzschluss-Spannungen ernieut urn etwa 2 % niedriger als die der mittleren Phase.
Als Ursache daffir ist - wie oben diskutiert - die reduzierte Hauptinduktivitdt durch den
verldngerten Eisenweg anzusehen. Dass die Reduktion mit 2 % sowohi beim 110-kV-/20-kV-
TIransformator wie auch beim zuvor betrachteten 110-kV-/10-kV-TRansformator etwa gleich
groB ist, liegt vor allem an den fast identischen Abmessungen beider Transformatoren. Im
Detail gibt die Tabelle 3.19 die Ergebnisse wieder.
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Modell-Nr. Uk bei Stufensehalter Uk bei maximaler Uk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung,

1 12,41 % 13,24 % 11,75 %
2 12,67 % 13,50 % 11,99 %
3 12,70 % 13,54 % 12,02 %

Messwert 12,52 % 13,41 % 11,83 %

'labelle 3,19: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
des 110-kV-/20-kV-Transformators bei einphasiger Modellierung der dul~ere Phase.

Modell-Nr. Uk bei Stufenschalter Uk bei maximaler -Uk bei minirnaler
in Mittenstellung C bersetzung Ubersetzung

1 12,48 % 13,32 % 11,80 %
2 12,75 % 13,60 % 12,05 %
3 12,77 % 13,63 % 12,07 %

Messwert 12,52 % 13,41 % 11783 %

Tabelle 3.20: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestirnmten relativen Kurzschluss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen des 110-kV-/20-kV-Transformators

Erneut werden die versehiedenen einphasigen Rechnungen gemnittelt. Diese Ergebnisse sind
in der Tabelle 3.20 dargesteilt. Nach der Mittelung ergeben sich relative IKurzschluss-Span-
nungen ftir die drei Stufenschalterstellungen, die zwischen 1,6 % bei der maxirnalen Uber-
setzung und 2,0 % bei den anderen beiden Stufenschalterstellungen oberhaib der Messwerte
liegen. Beachtet man die bei den Ergebnissen des 110-kV-/10-kV-Transformator diskutier-
ten Fehlerquellen, bestdtigt sich die Randelementmethode zur Berechnung von Streuindluk-
tivitdten wiederum.

3.4.3 Bestimmung der Kurzschlussverluste

Wdhrend beim 110-kV-/0-kV-Transformator die Bestimmung der Kurzschlussverluste Pk

einem urn gut 12 % zu groi~en Wert liefert, ergibt sich beim 110-kV-/20-kV-Transforrnator
emn urn 7 % zu kleiner Wert, wie die Tabelle 3.21 zeigt.

Modell-Nr. Ur Pk

1 0,75 % 236,9 kW
2 0,35 % 110,3 kW
3 0,38 % 118,8 kW

Messwert 0,41 % 127,9 kW

Tabelle 3.21: Mit der Randelementmethode bestimmrte lKurzschlussverluste Pk, des 110-kV-/20-kV-Trais-
formators.

Dieses Ergebnis ist in zweierlei Hinsicht beachtenswert: Erstens kdnnen aufgrund der Tat-
sache, dlass hier das berechnete Pk zu klein ausfdllt, zu starke Wirbelstriime als Fehlerquelle
ausgeschlossen werden. Andererseits ist die relative Abweichung auch hier groil genug, dlass
die zur Zeit mi~gliche Genauigkeit zumnindlest bei den Verlusten nicht ausreichend zu sein
scheint.
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitdten sowie der Kurzschlussverluste

Aus der Differenz der Kurzschlussverluste Pk und der Gleichstromverluste PG ergeben sich
nach Gleichung (3.41) die Zusatzverluste Pz. Vain Hersteller sind Gleichstromverluste von
98,7 kW gemnessen worden, w§.hrend die Berechnung aufgrund der Windlungsgeometrie den
urn rund 2 % gr6Beren Wert PG = 100, 2 kW liefert. Audi hier weichen die berechneten Zu-
satzverluste mit Pz = 18,6 kW erheblich von den 29,2 kW ab, die vom Hersteller bestimmnt
worden sind. Der gro~e relative Unterschied zwischen berechnetem und gemessenem Wert
ist - wie schon beim vorangegangenen Beispiel - darin begrtindet, dass die Zusatzverluste
P, deutlich kleiner sind als die Kurzschlnssverluste Pk, wahrend der absolute Fehier etwa
gleich gro3 ist.
Schlief~lich soil noch emn dreiphasiges Modell des 110-kV-/20-kV-Transformators untersucht
werden, urn an ihm die Giiltigkeit der einphasigen Rechnungen erneut zu bestitfigen.

3.4.4 Dreiphasig ermittelte Streuinduktivitaten

Auch beim 110-kV-/20-kV-Transformator lieBen sich keine volistandigen dreiphasigen Mo-
dellrechnungen durchfiihren. Da im Gegensatz zumn 110-kV-/10-kV-Transformator jedoch
keine ganz groben Nachbildungen untersuclit worden sind, blieb nur emn einziges derzeit be-
rechenbares Modell ilbrig. Wie schon am Anfang dieses Abschnitts festgestellt, entspricht
dieses Modell 1 etwa dem Modell 3 des 110-kV-/10-kV-TIransformators, so dass insgesamt
vergleichbare Modellierungsstufen erreicht werden. Die Tabelle 3.22 zeigt die fiir das Modell
1 bendtigten Hardware-Ressourcen.

Modell-N .Randelemente IRechner ICPU-Zeit ISpeicher
11 30336 1HP-V2250 11665 min 114768 MB

Tabelle 3.22: Laufzeiten und Speicherbedarf des dreiphasigen Modells des 110-kV-/20-kV-Transformators
zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung.

Aufgrund der Tatsache, dlass nur das Modell 1 untersucht werden konnte, weichen die Ergeb-
nisse aus Tabelle 3.23 von den Messwerten. nur maximal 0,2 % ab. Dieses Gesamtergebnis
wird jedloch dadurch relativiert, dlass man davon ausgehen muss, dass genauere Rechnun-
gen - wie auch schon im Fall der einphasigen Modellierungen - zu h~heren Werten fiihren
werden, die sich dann starker von den Messwerten unterscheiden.

Modell- Uk bei Stufenschalter uk bei maximaler Uk bei minimaler
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung UDbersetzung

______Mitte Links Reclits Mitte Links Reclits Mitte Links Rechts
1 12,49 %12,57 %12,57 % 13,35 %13,45 %13,45 % 11,80 %11,85 %11,85 %

_____ Mittelwert: 12,54 % Mittelwert: 13,42 % Mitteiwert: 11,84 %
Messwert 12,52 % 1 13,41 % 1 11,83 %

Tabelle 3.23: Nummrerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
des 11-k-/20-k-ITansformators bet dreiphasiger Modellierung.

Wichtig in diesem Zusammenhang sind vor allem die Unterschiede zwischen den gemittel-
ten einphasigen lKurzschluss-Spannungen und den Ergebnissen der betrachteten dreiphasi-
gen Rechnung. Wie schon beim zuvor untersuchten Transformator liegen die Abweichungen
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gemdA3 Tabelle 3.24 bei deutlich unter einema Prozent. Auch dieses Beispiel bestdtigt den
Aussagewert einphasiger Rechnungen.

Modell-Nr. Abweichung bei Stufen- Abweichung bei maxi- Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung maler Ubersetzung maler Ubersetzung

1 0,48 % 0,75 % 1 0,34 %

Tabelle 3.24: Relative Abweichung der dreiphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannung von den ein-
phasig ermittelten f~ir den 1 1-kV-/20-kV-Transformiator.

Im folgenden Abschnitt wird emn Doppeistock-Transformator untersucht, der zumn einemn
aufgrund seiner groflen Windungszahl und zumn anderen aufgrund seiner abweichenden Geo-
metrie problematisch jst.

3.5 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
63-MVA-Doppelstock-Transformators

Beziiglich seines Aufbaus unterscheidet sich emn Doppeistock-Transformator von den bisher
untersuchten TIransformnatoren: Er besteht aus zwei Stockwerken, die jeweils eigene Unter-
und Oberspannungswicklungen enthalten. Wdhrend die Oberspannungswicklungen beider
Stockwerke parallel geschaltet sind, besteht zwischen den Unterspannungswicklungen keine
leitende Verbindung. Die Einteilung in zwei Stockwerke kann der Abbildung 3.14 entnomnmen
werden.

Bei einer Spannung von 110 kV oberspannungsseitig bzw. jeweils 10 kV unterspannungssei-
tig betrdgt die Bemnessungsleistung 63 MVA, wenn beide Stockwerke im Betrieb sind;, die
Schialtgruppe des Doppeistock-Transformators ist YNd5d5. Mit einemn Stufenschalter kann
die Windungszahl von ca. 670 oberspannungsseitig urn etwa 12 % erhbht oder reduziert wer-
den. In jedemn Stockwerk besteht die Oberspannungswicklung aus zwei parallelen Strdrngen.

Bild 3.14: Untersuchter 63-MVA-Doppelstock-Transformator.
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die ungefdhr 580 Windungen in 35 Scheiben enthalten. Zusdtzlich kammen rund 90 Win-
dungen aus der Grob- und 80 aus der Feinstufenwicklung hinzu. Tm Gegensatz dazu verfiigt
die Unterspannungswicklung zwar auch je Stockwerk ilber zwei parallele Strange, jedach
bestehen diese aus etwa 110 Drill-Leitern in vier Lagen. Jeder Drill-Leiter enthdlt wiederum
knapp 20 Teilleiter.
Nicht nur die Gesamtzahl der zu madellierenden Windungen ist mit 11460 erheblich gri6ier
als bei den anderen beiden Transfarmatoren; es sind auch verschiedene Kurzschlussversu-
die mdglich: Beide Stackwerke kdnnen gleichzeitig betrieben werden; dann sind auch die
Unterspannungswicklungen beider Stackwerke parallel geschaltet. Tm Falgenden wird der
zugehdrige Kurzschlussversuch mit der Zifl'er 1 gekennzeichnet. Als zweite M~5glichkeit bie-
tet es sich an, nur eine der beiden Unterspannungswicklungen zu verwenden. Dabei ist es
aufgrund der baulichen Symmetrie unerheblich, ab die abere oder untere gewahlt wird. Die-
se beiden identisehen Varianten stellen die Kurzschlussversuche 2 und 3 dar. Schliellich ist
noch der Einzelbetrieb der beiden Unterspannungswicklungen zu betrachten. Beim Kurz-
schlussversuch 4 wird von dieser Kanfiguration ausgegangen. In der Qberspannungswicklung
kbnnen - bedingt durch die parallelen Stockwerke - dann Kreisstrdme induziert werden. Die-
ser Fall ist besonders wegen seiner auflergewdhnlichen Geametrie interessant. Hier befindet
sich der Streukanal in der Schenkelmitte. Daher wird. des Streufeld von Querfeldern geprdgt,
die durch den Eisenkern kaum gefihfrt werden, und infalgedessen ist das zweidimensiana-
le Madell weniger aussagekr3.ftig. Eine quantitative Bewertung erfolgt; im anschliellenden
Abschnitt.

3.5.1 Modellierungsstufen des Doppeistock-Transformators

Auch bei dem 63-MVA-Dappelstack-Transformator sind unterschiedliche Madellierungen
untersucht warden, die in Tabelle 3.25 aufgeftihrt sind. Wdhrend das Modell 1 noch recht
grab ist, sind im Modell 2 alle Windungen bis auf einige aus der Oberspannungswicklung
nachgebildet; Drill-Leiter sind jedach nach niclit beriicksichtigt. Ab dem dritten Modell
ist dann die Oberspannungswicklung vallstiindig erfasst, und die Anzahl der nachgebildeten
Teilleiter in der Unterspannungswicklung steigt van 4 fiber 8 auf schlielllich 16 in der feinsten
betrachteten Darstellung, dem Madell 5. Auch hier beginnt die Diskussian der Ergebnisse
mit der Darstellung der einphasig bestimmten relativen Kurzschluss-Spannungen.

Madell Windungen Windungen Windungen Windungen Summe der
Nr. Feinstufen- Grabstufen- Oberspannung Unterspannung Windungen

wicklung wicklung
1 4 4 1120 320 1448
2 81 90 2240 432 2843
3 81 90 2308 1728 4207
4 81 90 2308 3456 5935
5 81 90 2308 6912 9391

Tabelle 3.25: ZahI modellierter Windungen in den verschiedenen Madellen des Dappelstock-Transformators.
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3.5.2 Einphasig ermittelte Streuinduktivitdten

Fiir den 63-MVA-Doppelstock-Transformator ist es ebenfalls wichtig, fiber einphasige Mo-
dellierungen die Streuinduktivitdten bestimmen zu kdnnen. Bedingt dadurch, dass die An-
zahi an nachzubildenden Leitern besonders gro3 ist, kibnnen nur verhdltnismalig grobe
dreiphasige Modelle betrachtet werden. Es zeigt sich an den beni~tigten Rechnerressour-
cen geml Tabelle 3.26, dass sich bei den bier gewdblten Modellierungsstufen wiederum
Modelle ergeben, die den Einsatz ejoer Workstation ermi~glicben.

Modell-Nr. Randelemente Rechner CPU-Zeit -Speicher

1 11608 HP-V2250 48 min 742 MB
2 22768 HP-V2250 317 min 2859 MB
3 33680 HP-V2250 1009 min 6680 MB
4 47504 HP-V2250 2819 min 13378 MB
5 75152 I-P-N4000 15127 min 1 32463 MB

Tabelle 3.26: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 63-MVA-Doppelstack-T'rans-
formators zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung der mittleren Phase.

Abweicbend von den bisher untersucbten Transformatoren werden aufgrund der insgesamt
vier verschiedenen 1(urzschlussversuche deren Ergebnisse getrennt diskutiert. Dabei werden
die Kurzscblussversuche 2 und 3 zusammengefasst, die wegen der baulichen Symmetrie der
beiden Stockwerke identiscbe Ergebaisse liefern.
Zundchst sollen die berechneten relativen Kurzscbluss-Spannungen fUr den Kurzscblussver-
such 1 betracbtet werden. In diesem Fall werden beide Stockwerke parallel betrieben, so
dass der Doppelstock-Transformator fast wie emn herkdmmlicher Transformator aufgefasst
werden kann. Nur durch die bauliche Trennung der Spulen in eine untere und obere Hdlfte
unterscheidet er sich von den bisber untersucliten Transformatoren. Maximal 5.1 % difl'erie-
ren die Ergebnisse in der Tabelle 3.27 von den Messwerten.

Modell-Nr. Uk bei Stufenscbalter Uk bei maximaler Uk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzn

2 14,66 % 15,84 % 13,64 %
3 15,38 % 16,57 % 14,34 197%6,7%4,4% j
4 15,75 % 16,95 % 14,71 %
5 15,88 % 17,04 % 14,86 %

Messwert 15,11 % 16,21 % 14,18 %

Tabelle 3.27: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spanmungen aller drei Stufenschalterstellungen
beim Kurzschlussversuch 1 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung der mitt-
leren Phase.

Vergleicht man die Ergebnisse des Kurzscblussversucbs 1 mit denen der Kurzscblussversuche
2 und 3 aus Tabelle 3.28, so zeigt sicb, dass bei letzteren die relativen Abweicbungen zu den

Messwerten merklich grfller sind. Bis zu 6,7 % betriigt bier die Differenz. Als Ursache ftir
diese Abnahme in der Genauigkeit muss die Lage der betriebenen Windungen bei den Kurz-
schlussversucben 2 und 3 geseben werden. In diesem Fall wird nur ein Stockwerk vom Strom
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durchflossen. Da die beiden Stockwerke der Oberspannungswicklung parallelgeschaltet wer-
den, fiielft auch im. niclit betriebenen Stockwerk der Oberspannungswicklung emn geringer
Strom; das zweite Stockwerk der Unterspannungswicklung bleibt jedloch stromlos. In der
Abbildung 3.15 ist die Schaltung ftir den Betrieb eines Stockwerks schematisch dlargestelit.
Bisher endleten die Spulen immer in der Ndhe des Jochs, so dlass die Felder im Wesentlichen
innerhaib der Eisenkerns bzw. parallel dazu verlaufen kdnnen. In diesem Fall enden die
stromdurchflossenen Spulen aber etwa auf halber Hbhe des Schenkels. Dort fehit die direkte
Fiihrung der Felder durch dlas Joch. Die Felder kriimmen sich also verst3.rkt in Richtung der
Schenkel, allerdings nicht nur in der Modellebene, sondern dreidimensional. Da dieses nur
an einer Seite der Spulen auftritt, ist die Dreidimensionalit8.t nicht besonders ausgeprdgt.
Daher halten sich die Fehier noch in Greozen.

Modell-Nr. Uk bei Stufenschalter Uk bei maximaler Uk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ufbersetzung

1 13,81 % 14,46 % 13,21 %
2 13,58 % 14,27 % 12,93 %
3 14,38 % 15,09 % 13,72 %
4 14,70 % 15,41 % 14,03 %
5 14,62 % 15,32 % 14,00 %

Messwert 13,80 % 14,37 W, 13,39 %

Tabelle 3.28: Nummerisch erinittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen bei
den Kurzschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung
der mittleren Phase.

Beim Kurzschlussversuch 4 verstiirkt sich der Effekt jedloch merklich, wie die Tabelle 3.29
zeigt. Urn fast 33 % sind die berechneten Werte zu groB. Audi hier ist der Grund f~r die grofle
Abweichung vom Messwert in der Dreidimensionalitd.t der Felder zu suchen. In diesemn Fall
sind nur die beiden Unterspannungswicklungen in Betrieb, whihrend die Oberspannungswick-
lung bedling durch ihre parallel geschalteten Stockwerke als zusdtzliche Kurzschlusswicklung
wirkt. Als Streufelder kommen nun vor allemn Querfelder zwischen den beiden Unterspan-
nungswicklungen in der Fenstermitte in Frage. Diese werden - wie auch schon bei den
Kurzschlussversuchen 2 und 3 - nur geringftigig von Schenkel und Joch in die Kernebene
gefiihrt. Es entsteht emn ausgeprdgt dreidimensionales Feldbild, weiches die zweidimensionale
Randelementmethode nur unvollst5.ndig wiedergeben kann.
Zur Verbesserung der Ergebnisse sind auch hier die Streuinduktivitaten der duoeren Phase -
so dletailliert wie m6glich - bestimmt worden. Dabei ist, wie auf Seite 55 ausgefiihrt, mit ge-
ringeren Streuinduktivitdten fUr die 8.uferen Phasen zu rechnen. Zun8.chst ist in der Tabelle

E2 Ij Stockwerk 1

~ Stockwerk 2

Bild 3.15: Schaltung beimn Betrieb eines Stockwerks bairn 63-MVA-Doppelstock-Transformator.
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Modell-Nr. Uk

1 30,32 %
2 31,07%
3 32,75 %
4 33,30 %
5 33,11 o%

Messwvert -25,06 %I

Tabelle 3.29: Numnmerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen ftur den Kurzschlussversuch 4 des
63-MVA-Doppelstock-'flansformators bei einphasiger Modellierung der mittleren Phase.

3.30 jedoch die bendtigte Rechnerleistung ffur die durchgefflhrten Rechnungen angegeben.

Modell-Nr. Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher

1 11608 HP-V2250 222 min 2148 MB
2 22768 HP-V2250 956 min 9040 MB
3 33680 NEG-SX4 2649 min 17918 MB
4 47504 HP-N4000 6908 min 40107 MB

Tabelle 3.30: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 63-MVA-Doppelstock-'I~rans-
formators zur Bestimmung der relativen Kurzschluss-Spannung einer dul~eren Phase.

Diese Rechnungen haben die theoretischen Erwartungen fiir den Kurzschlussversuch 1 be-
stiitigt: Urn etwa 1 % liegen die f~ir eine iiu~ere Phase berechneten relativen Kurzschluss-
Spannungen niedriger als die der mittleren Phase. Insgesamnt sind die Resultate aus Tabelle
3.31 rund 3,5 % grdBer als die Messwerte.

Modell-Nr. Uk bei Stufenschalter Uk bei maximaler Uk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 14,82 % 15,90 % 13,92 %
2 14,51 % 15,65 % 13,53 %
3 15,27 % 16,34 % 14,21 %
4 15,64 % 16,79 % 14,64 %

Messwert 15,11 % 16,21 % 14,18 'Y

Tabelle 3.31: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Sparinungen aller drei Stufenschalterstellungen
beirn Kurzschlussversuch 1 des 63-MVA-Doppelstock-T~ansforrsnators bei einphasiger Modellierung der 5.ufle-
ren Phase.

Wie die Tabelle 3.32 zeigt, trifft dieses auch f~r die Kurzschlussversuche 2 und 3 zu. Die
relativen Kurzschluss-Spannungen liegen ebenfalls rund 1 % niedriger als bei der mittleren
Phase. Damit bleiben auch diese Werte merklich zu hoch.

Anders als bei den ersten drei Kurzschlussversuchen fallen beim vierten Kurzschlussversuch
die berechneten relativen Kurzschluss-Spannungen deutlich geringer aus. Zwischen 3 % und
4 % geringere Werte ergeben sich fiir die Phase auf einem dulleren Schenkel. Trotzdem liegen
die Ergebnisse aus der Tabelle 3.33 noch immer mehr als 20 % aber den Messwerten.
Abschliei~end werden die einphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannungen der mitt-
leren und duBeren Phase arithmetisch im Verhijltnis 1:2 gemittelt. In der Tahelle 3.34 sind
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Modell-Nr. Uk bei Stufenschalter -Uk bei maximaler Ujk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

1 13,67 % 14,31 % 13,09 %
2 13,45 % 14,12 % 12,83 %
3 14,23 % 14,92 % 13,59 %
4 14,49 % 15,18 % 13,85 %

Messwert 13,80 % 14,37 % 13,39 %

Tabelle, 3.32: Numnmerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
beiden Kurzschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei einphasiger Modellierung
der dul~eren Phase.

Modell-Nr. Uk

1 29,44 %
2 30,03 %
3 31,63 %
4 32,12 %

Messwert ,25,06 %

Tabelle 3.33: Numnmerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen ffir den Kurzschlussversuch 4 des
63-MVA-Doppelstock-Tt-nsformators bei einphasiger Modellierung der duf~ere Phase.

diese Mitteiwerte im Fail des Kurzschluss-Versuchs 1 angegeben. Ftir die genaueste here-
chenbare Modellierung weichen sie urn 3 % bis 4 % von den Messwerten ab. Damit sind die
Ergebnisse ungenauer als bei den bisher untersuchten Transformatoren.

Modell-Nr. Uk, bei Stufenschalter Uk. bei maximaler -Uk bei minimaler
in Mittenstellung Ubersetzung "Obersetzung

1 14,87 % 15,96 % 13,96 %
2 14,56 % 15,71 % 13,57 %
3 15,31 % 16,54 % 14,38 %

1 4 1 15,68 % 16,84 % 1 14,66%
1Messwert 1 15,11 % 16,21 % 1 14,18 %

Tabelle 3.34: Mitteiwert der aus den einphasigen Modellierungen bestimmten relativen Kurzschluss-
Spannumgen aller drei Stufenschalterstellungen des Kurzschlussversuches 1 beirn 63-MVA-Doppelstock-
21-snsformator.

Fiir die Kurzschluss-Versuche 2 und 3 sind die gemittelten relativen Kurzschluss-Spannun-
gen in der Tabelle 3.35 dargestellt. Mit Abweichungen zwischen 3,8 % und 6,2 % von den
Messwerten ffir die verschiedenen Stufenschalterstellungen bei dem berechneten Modell 4
sind die Ergebnisse jedoch immer noch brauchbar, var allemn wenn man bedenkt, dass bier
nur emn Stockwerk betrieben warden ist. Eine saiche Kanfiguratian ist mit der Methade von
Ragawski nach [1] nicht in dieser Genauigkeit zu berechnen.

Abschlief~end wird auf die Ergebnisse des Kurzschlussversuchs 4 in Tabelle 3.36 eingegangen.
Mit ca. 30 % Abweichung von den Messwerten muss man festhalten, dass dieser Kurz-
schlussversuch von zwei auf einem Schenkel iibereinander angeordneten Spulen mit der
zweidimensianalen Randelementmethode nur sehr unzureichend berechenbar ist. Als Ur-
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Modell-Nr. -Uk bei Stufenschalter Uk bei maximaler -uk bei minimaler
in Mittenstellung Uibersetzung UDbersetzung

1 13,72 % 14,36 % 13,13 %
2 13,49 % 14,17 % 12,86 %
3 14,38 % 14,98 % 13,03 %
4 14,56 % 15,26 % 13.91 %

Messwert 13,80 % 14,37 % 13,39 %

Tabelle 3.35: Mittelwert der aus den einphasigen Modelierungen bestimrnten relativen Kurzschluss-
Spannungen adler drei Stufenschalterstellungen der Kurzschlussversuche 2 und 3 beirn 63-MVA-Doppelstock-
Ttransfbrmator.

sache kommt vor allem - wie oben ausgefiihrt -die ausgeprdgte Dreidimensionalitht der in
Fenstermitte quer verlaufenden Streufelder in Frage (Fens terquerfiuisse). Illnen fehit die bei
ineinander angeordneten Spulen, die in Jochndhe enden, verhandene Fokussierung der Felder
auf die Kernebene, die in dem verwendeten zweidimensionalen Modell zugleich die Modell-
ebene darstelit. Jedloch zeigt sich, dlass die Feldberechnung immerhin noch einen Richtwert
liefern kann.

Modell-Nr. Uk

1 29,73 %
2 30,38 %
3 32,00 %
4 32,51 %

Messwert ,25,06 %

Tabelle 3.36: Mittelwert der aus den einphasigen Modellierungen bestirnmten relativen Kurzschluss-
Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen des Kurzschlussversuches 4 bairn 63-MVAk-Doppelstock-
Transforrnator.

Ala Ergebnis der einphasigen Streuinduktivitdtsberechnung am Beispiel des 63-MVA-Dop-
pelstock-Tfransformnators bleibt festzuhalten, dass der Kurzschlussversuch 1 und mit kleinen
Abstrichen auch die Kurzschlussversuche 2 und 3 mit brauchbarer Genauigkeit berechenbar
sind. Damit k6nnen die wesentlichen Betriebsparameter des Doppeistock-Transformators
bestimmt werden.

F-dr den praktischen Einsatz ist der Kurzschlussversuch 4, bei demn es sich urn eine 1:1-Uber-
setzung zwischen die Unterspannungswicklungen handelt, weniger wiebtig. Insofern fdllt die
dort fehiende Genauigkeit der Ergebnisse geringer ins Gewicht. Interessant sind in diesem
Zusammenhang die Ergebnisse der im niichsten Abschnitt diskutierten dreiphasigen Berech-
nungen.

3.5.3 Dreiphasig ermittelte Streuinduktivitiiten

Bei den hier diskutierten dreiphasig ermittelten Streuinduktivitigten kann - wie bei alien
bisher untersuchten Tr-ansformatoren auch - nicht dlas eigentliche Ergebnis, sondern our der
Vergicich mit einphasigen Berechnungen auf gleicher Modellierungsstufe im Vordergrund
stehen. Besonders bei den zahireichen Windungen des Doppeistock-Transformators sind die
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berechenbaren Modelle viel zu grob, als dass deren Ergebnisse als Referenzwerte herangezo-
gen werden Buinten. Liegt stattdlessen eine gute U3bereinstimmung zwischen einphasigen und
dreiphasigen Berechnungen vor, bietet es sich wiederum an, audi die genaueren einphasigen
Nachbildungen auf die dreiphasigen zu extrapolieren.

Fir den 63-MVA-Doppelstock-Transformator ist es bisher nur mdglich gewesen, dlas einfach-
ste Modell 1 zu berechnen. Die hierftir beniitigten Rechnerressourcen. sind in der Tabelle 3.37
dlargestelit.

Modell-Nr. Randelemente IRechner ICPU-Zeit ISpeicher
134776 HP-V2250 12375 min 119913 MB

Tabelle 3.37: Laufzeiten und Speicherbedarf des dreiphasigen Modells des 63-MVA-Doppelstock-Transfor-
mators zur Bestirnmung der relativen Kurzschiuss-Spannung.

F&r den Kurzschlussversuch 1 erhdlt man mit der Randelemeotmethode die relativen Kurz-
schiuss-Spannungen nach Tabelle 3.38. Sie weichen je nach Stufenschalterstellung urn bis
zu 1,8 % von den Messwerten ab. Erneut darf die Tatsache, dass dieses grobe Modell
die Messwerte recht gut nachbildet nicht tiberbewertet werden, weil die Anzahi der Leiter
willkiirlich gewdhit worden ist. Fflr einen sinnvollen Vergleich mit den Messwerten kommen
daher vornehmlich die genaueren Modelle 4 und 5 in Frage.

Modell- Uk. bei Stufenschalter Uk bei maximaler Uk bei minimaler
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

Mitte Links Rechts Mitte Links Rechts Mitte Links Rechts
1 14,86 %14,82 %14,82 % 15,97 %15,94 %15,94 % -14,47 %14,42 %14,42 %

Mitteiwert: 14,84 % Mitteiwert: 15,95 % Mitteiwert: 14,44 %
Messwert 15,11 % 16,21 % 14,18 %

Tabelle 3.38: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
belmn Kurzschlussversuch 1 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators bei dreiphasiger Modellierung.

Von Bedleutung sind vor allem die Differenzen zwischen den einphasigen und dreiphasigen
Berechnuogen des Kurzschlussversuchs 1 mit dem Modell 1 des Doppeistock-Transformators.
Bemerkenswert ist wieder die gute Obereinstimmung fUr den Stufenschalter in Mittenstel-
lung sowie fUr die maximale Ubersetzung. Nur bei der minimalen Ubersetzung differieren
die emn- und dreiphasigen Rechnungen verhaltnismhflig stark, vgl. dazu Tabelle 3.39.

Modell-Nr. Abweichung bei Stufen- Abweichung bei maxi- Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung maler Ubersetzung maler Ubersetzung

1 -0,20 % 0,06 % 3,43 %

Tabelle 3.39: Relative Abweichung der dreiphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannungen von den
eiophasig ermittelten beimn Kurzschlussversuch I des 63-MVA-Doppelstock-Transformators.

Auch bei den Kurzschlussversuchen 2 und 3 erweist sich dlas Modell 1 als recht genall. Wie
die Tabellen 3.40 und 3.41 zeigen, betrd.gt die maximale Abweichung von den Messwerten
nur etwa 2 %. Ebenfalls bemnerkenswert ist die geringe Differenz zu den Ergebnissen der

einphasigen Rechnungen.
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3.5 Ergebnisse der Berechnungen am Beispie] eines 63-MVA-Doppelstock-Transforrnators

Modell- -Uk bei Stufenschalter uk bei maximaler Uk bei minimaler
Nr. in Mittenstellung Ubersetzung Ubersetzung

Mitte Links Rechts Mitte Links Rechts Mitte Links Rechts

1 13,74 %13,70 %13,70 % -14,40 %14,35 %14,35 % 13,12 %13110 %13,10 %
Mitteiwert: 13,71 % Mittelwert: 14,37 % Mittelwert: 13,11 %

Messwert 13,80 % 14,37 % 13,39 %

Tabelle 3.40: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen slier drei Stufenschalterstellungen bei
den Kurzschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-alansformators bei dreiphasiger Modellierung.

Modell-Nr. Abweichung bei Stufen- Abweichung bei maxi- Abweichung bei mini-
schalter in Mittenstellung maler Ubersetzung maler Ubersetzung

1 -0,07 % 0,07 % 0,15 %

Tabelle 3.41: Relative Abweichung der dreipliasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannungen von den
einphasig ermittelten bei den Kurschlussversuchen 2 und 3 des 63-MVA-Doppelstock-T~-ansformators.

Schliefflich ist noch der Kurzschlussversuch 4 zu betrachten. Mit rund 20 % Abweichung
vomn Messwert gernkB Tabelle 3.42 kann auch hier festgestellt werden, dlass die Probleme,
dlas Streufeld zu erfassen, die dreiphasigen Modelle in gleicher Weise betreffen wie die ein-
phasigen.

Modell-Nr. Uk

Mitte Links Rechts Mitteiwert
1 30,95 % 30,00 % 30,00 % 30,32 %

Messwert 25,06 %

Tabelle 3.42: Nummerisch ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen aller drei Stufenschalterstellungen
beim Kurzschlnssversnch 4 des 63-MVA-Doppelstock-Ttansformators bei dreiphiasiger Modellierung.

Ins der Tabelle 3.43 sind die Abweichungen zwischen einphiasigen und dreiphasigen Rechnun-
gen des Kurzschlussversuchs 4 angegeben. Mit knapp 2 % sind diese zwar verhkltnismkllig
groll, der wesentliche Sachverhalt bei diesemn Kurzschlussversuch bleibt davon jedloch un-
beriihrt.

Tabelle 3.43: Relative Abweichung der dreiphasig ermittelten relativen Kurzschluss-Spannung von den ein-
phasig ermittelten beim Kurzschlussversuch 4 des 63-MVA-Doppelstock-Transformators.

Auch beim 63-MVA-Doppelstock-Transformator haben die berechenbaren dreiphasigen Mo-
delle bis auf geringe Abweichungen die Ergebnisse der gemittelten einphasigen Rechnungen
reproduziert. Bei den Kurzschlussversuchen, bei denen vermehrt dreidimensionale Querfel-
der eine Rolle spielen, liefern beide Arten der Streuinduktivitdtsberechnung vergleichba-
re Abweichungen. Daher kdnnen die einphasigen Rechnungen offensiclitlich auch f~r spe-
zielle Geometrien wie z.B. den hier untersuchten Doppelstock-Transformator als Ersatz
ffir dreiphasige Berechnungen dienen. Abschlieflend werden noch die ffir den Doppeistock-
Transformator bestimmten Kurzschlussverluste mit ihren Messwerten verglichen.

76



3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivit3.ten sowie der Kurzschlussverluste

3.5.4 Ermittlung der Kurzschlussverluste

Bei der Berechnung der Kurzschluss-Reaktanzen ergeben sich audi beirn Doppeistock-Trans-
formator die Kurzschlussverluste. In der Tabelle 3.44 sind die berechneten Kurzschlussver-
luste beim Kurzschlussversuch 1 dargestellt. Wie auch schon bei alien anderen berechneten
Ttransformatoren liegen die Verluste bei den groben Modellen umn emn Vielfaches zu hoch.
Mit steigender Detailgenauigkeit und darnit einhergehenden kleineren. Leitern nehmen die
Wirbelstromverluste ab, und die Kurzschlussverluste erreichen eine realistische Grdlenordl-
nung. Beirn 63-MVA-Doppelstock-Transformator iiberschreiten die Kurzschlussverluste Pk
jedloch auch bei der feinsten Modellierung den Messwert urn 22,5 %. Neben den bisher schon
diskutierten Fehlerquellen ist bei diesem Transformator zusdtzlich zu beachten, dlass selbst
im Modell 5 nur 16 Teilleiter der Unterspannungswicklungen nacligebildet worden sind. Die
einzelnen Teilleiter sind dadurch urn 25 % zu breit dargesteilt und die Zusatzverluste damit
ausgepriigter. Bine genauere Modellierung solite sich den Messwerten noch weiter anhr
kdnnen.

Modell-Nr. Ur Pk
1 1,66 % -1045 ,8 kW
2 1,22 % 768,6 kW
3 0,57 % 359,1 kW
4 0,42 % 264,6 kW
5 0,38 % 1239,2 kW

Messwert 0,31 % 195,2k

Tabelle 3.44: Mit der Randelementmethode bestimmrte Kurzschlussverluste Pk ffir den Kurzschlussversuch
1 des Doppeistock-Transformnators.

Zusammen rnit den Gleichstrornverlusten k6nnen anschliel~end die Zusatzverluste bestimrnt
werdlen. Einem Messwert von Pz = 52, 3 kW stehen berechnete 107,5 kW gegeniiber. Zusdtz-
lich zumn Fehier bei den Kurzschluss-Verlusten Pk ergeben sich hier auch noch erhebliche Dif-
ferenzen bei den Gleichstrornverlusten. Etwa 8 % liegen die aus der Geometrie bestimmen
Gleichstromverluste mit PG = 131, 7 kW unterhalb der Messwerte von 142,9 kW. Als Fehier-
quelle kommen dlafir einerseits nicht im Modell beriicksichtigte Verluste in den Zuleitungen
sowie andererseits Messfehler in Frage.
Auch bei den Kurzschlussversuchen 2 und 3 sind die berechneten Verluste nur unwesentlich
genauer. Wie die Tabelle 3.45 zeigt, ist u, - und darnit auch die Kurzschlussvefluste Pk -

urn gut 12 % zu grail berechnet warden. Als Gleichstrornverluste kbnnen in diesern Fall,
bedingt durch den Betrieb nur eines Stockwerks, die Hdlfte der ffur den Kurzschlussversuch
1 bestimrnten Werte verwendet werden. Darnit ergeben sich Messwerte von Pz = 33, 5 kW
ffir die Zusatzverluste. Berechnet warden ist emn Wert von 53,8 kW. Aus den oben genanuten
Griladen ist die Abweichung wiederurn betra.chtlich.
Mit der Verlustberechnung ist die Untersuchung des 63-MVA-Doppelstock-'Transforrnatois
abgeschlossen. Im Weiteren wird eine Bauart betrachtet, die aufgrund ihrer geringen Win-
dungszahl sogar vollstdndige dreiphasige Modellierungen mit mehr als einemn Randelernent
pro Seite zuldsst. Auflerdern wird erstmals emn in semnen Abmessungen deutlich kleinerer
Transformator nacligebildet.
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3.6 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen 50-kVA-Folientransformators

Modell-Nr. Ur Pk
1 1,56 % -491,4 kW
2 1,19 % 374,9 kW
3 0,56 % 176,4 kW
4 0,42 % 132,3 kW
5 0,38 % 119,7 kW

Messwert 0,34 % -106,8 kW

Tabelle 3.45: Mit der Randelementmethode bestimmte Kurzschlussverluste Pk ffir die Kurzschlussversucbe
2 und 3 des Doppelstock-Ransformators.

3.6 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
50-k A-Folientransformators

Abweichend von den bisher untersuchten Transformatoren wird nun emn Folientransformator
betrachtet. Er ist sowohi bezfiglich seiner Abmnessungen als auch seiner Bemnessungsleistung
von 50 kVA im Vergleich deutlich klijer. Als 400-V-/400-V-Trenntransformator betragen
die Bemnessungsstrbrme primdr- wie sekundfirseitig 72,2 A. Wie bei soichen Einheiten fiblich
sind die Wicklungen in der Schaltgruppe YNynO ausgefiihrt.
Im Gegensatz zur herkflmmlichen Bauweise verfiigt emn Folientransformator fiber extremn
dilune Windungen, die annahernd so hoch wie die Schenkel sind. Diese Windungen werden
einschlie~lich Isolation aufeinander gewickelt. Bei demn vorliegenden Modell bestehen beide
Wicklungen angesichts der niedrigen Spannung nur aus jeweils 54 Windungen. Aus diesemn
Grund ist es nicht ndtig, verschiedene Modellierungsstufen einzufilhren. Stattdessen ist die
vo1Ist~indige Nachbildung mit versehiedenen Randelemnentzahlen berechnet worden. In der
Abbildung 3.16 ist der Folientransformnator skizziert. Im Vergleich zur Unterspannungswick-
lung sind die Folien der Oberspannungswicklung dicker bei deutlich geringerer Hd1he. Sie
sind in vier Spulen untereinander angeordnet. Auch ffir diesen Transformator werden in den
folgenden Abschnitten die bei einer Frequenz von 50 Hz herechneten Streuinduktivitiiten
sowie die Kurzschlussverluste diskutiert.

Bild 3.16: Prinzipieller Aufbau des 50-kVA-Folientransformators.
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3 Berechnung der Stren- und Nullinduktivitaten sowie der Kurzschlussverluste

3.6.1 Einphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

Obwohl niclit notwendig, wird audi bei diesem Transformator die (Tbereinstimmung von
einphasigen und dreiphasigen Nachbildungen flberprtift. In der Tabelle 3.46 sind die durch-
geftihrten einphasigen Rechnungen angegeben.

Randelemente -Rechiner -CPU-Zeit Speicher
10000 HP-V2250 - 23 min 405 MB
20000 HP-V2250 121 min 1604 MB
40000 HP-V2250 797 min 6382 MB
60000 HP-V2250 2487 min 15102 MB
80000 HP-N4000 ,3071 min 25051 MBJ

Tahelle 3.46: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 50-kVA-Folientrsnsformators bei
Nachbildung der mittleren Phase.

Bernerkenswert ist bei diesemn Folientransformator die Tatsache, dlass die energiegewichtete
Lange 1eg oiur urn 0,4 % vom Mitteiwert der geometrischen Windungslbngen differiert. Die-
ser Effekt liegt im Wesentlichen an den identischen Strdmen in beiden Wicklungen; denn
dadurch stimmen die magnetischen Energien aller Windlungen fast tiberein.
Zusdtzlich zu den in Abschnitt 3.3.3 durchgeftihrten Betrachtungen bietet die Tabelle 3.47
einen weiteren Einblick, wie die mit der Randelementmethode bestimmten Streuindukti-
vitdten bzw. relativen Kurzschluss-Spannung konvergieren. Zu beachten ist dabei, dass die
kleinste Rechnung mit zeho Randelementen pro Seite auf den Windlungen und 100 Rand-
elementen je Seite des Eisenkerns dlurchgeffiirt worden ist. Damit hat sich die relative
Kurzschluss-Spannung demn Endergebnis scion weitgehend angendhert.

Randelemente Uk
10000 3,53 %
20000 3,57 %
40000 3,59 %
60000 3,60 %
80000 3,61 %

Typenschild 3,87F%

Tahelle 3.47: Relative Kurzschluss-Spannungen des 50-k-VA-Folientransformators hei Nachhildung der mritt-
leren Phase.

Anschliel~end ist wiederum eine Phase auf einem dulleren Schenkel untersucht worden. Die
dureligeffirten Rechnungen sind der Tabelle 3.48 zu entnehmen. Anhand der Ergebnis-
se in Tabelle 3.49 ist ersichtlich, dass auch bei demn hier untersuchten Folientransforma-
tor die Kurzschluss-Spannungen der allein modellierten du~eren Phase im Durchschnitt
urn etwa 1. % niedriger liegen als bei der mittleren Phase. Eine Mittelung der relativen
Kurzschluss-Spannung fiber alle drei Phasen liefert als Ergebnis der einphasigen Rechnun-
gen Uk = 3,58 %.
Bei dieser Bauart kann die berechnete relative Kurzschluss-Spannung nur mit den Angaben
vomn Typenschild verglichen werden, weil keine Messwerte vorlagen. Aus den genanesten
Nachbildungen ergibt sich eine gemittelte relative Kurzschluss-Spannung von Uk =3, 58 %,
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3.6 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel amnes realen 50-kVA-Folientransformators

Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
10000 HP-V2250 69 min 1279 MIB
20000 HP-V2250 462 min 5538 MB
40000 HP-V2250 1984 min 21189 MB
60000 HP-N4000 4298 min 37942 MB

Tabelle 3.48: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 50-kVAk-Folientransformators hal
.Nachbildung der dulleren Phase.

Randelemente Uk

10000 3,48 %
20000 3,52 %
40000 3,57 %
60000 3,57 %

Typenschild 3:8 %

Tabelle 3.49: Relative Kurzschluss-Spannungen des 50-kVA-Folientransformators bel Nachbildung einer
Aulren Phase.

wIahrend das Typanschild diesan Wert Mit Uk = 3, 8 % angibt. Der berechnete Wert ist
damit urn 6,1 % zu klein. Ober die Genauigkeit der Typanschild-Angabe kann keine Aussage
gemacht werden. Fiir sia gilt gemhl3 DIN VDE 0532 Teil 101 [16] eine mdgliclie Toleranz von
10 %.
Eine Ursacha ffir emn ungenaues nummerisches Ergabnis khnnte durch die speziella Konstruk-
tion diases Folientransformators bedingt sein. Im Gegensatz zu Transformatoren harkbmm-
licher Bauart muss die Stromeinspeisung Uber die gesamte Hbha der Windungen arfolgan.
Die daftir verwendeten Auslaitungsschienen warden im Model] nicht erfasst, verursachan
aber aufgrund ihrer axialan Ausdehnung zusiitzliche Verlusta. Weiterhin banhtigen sie tibar
die ganze Wicklungalidha Platz, so dlass die Wicklung kainen exakt kreisfbrmigen Quar-
schnitt aufweist. Garade bei den ralativ klainan Abmessungan diesas Transformators fallen
m~glicharweise solcha Abwaichungan von der Rotationssymmetria starker ins Gawicht. Eine
Abwicklung im beschriabenan Sinn ist dann nur noch bei grti~eren Modellen zuihasig, bei
denen die nicht arfasste zusiitzlicha Kriimmung geringer ausfdllt.

Bei den im folgenden Abschnitt diskutierten ralativen Kisrzschl uss- Span nungan, die aus
dreiphasigen Modellen berechnat worden sind, argaban sich dlinliche Ergebnisse.

3.6.2 Dreiphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

In der dreiphasigen Nachbildung des 50-kVA-Folientransformators kann erstmals jade Win-
dung beriicksichtigt warden. Wie die Tabelle 3.50 zaigt, kdnnen bei diesem Folientransforma-
tor Modalla mit mehreren Randelementan pro Seite auch auf kleineran Rechnern bearbeitat
warden.

In der Tabella 3.51 sind die Ergaboisse der draiphasigan Barechnungen angagaban. Deutlich
zu arkannen ist, dass die Konvargenz der barechnaten ralativan Kurzschluss-Spannungen
noch nicht arraicht ist. Die Ursacha dafir ist in dan garingeren Randalamantzahlen pro
Saita gagentiber den einphasigen Rechnungan zu suchen. Allardings argibt sich dennoch
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3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitdten sowie der Kurzschlussverluste

Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
27600 HP-V2250 825 min 10245 MB
55200 HP-N4000 5328 minl 41763 MB
110400 HP-N4000 11827 minl 94903 MB

Tabelle 3.50: Laufzeiten und Speicherbedarf der dreiphasigen Modelle des 50-kVA-Folientransformators.

Randelemente Uk
Mitte Links Rechts Mitteiwert

27600 3,53 % 3,51 % 3,51 % 3,52 %
55200 *3,58 % 3,56 % 3,56 % 3,56 %
110400 -3,59 % 3,57 % 3,57 % 3,58 %

Typensehild 3,8 %

Tabelle 3.51: Relative Kurzschluss-Spannungen des 50-kVA-Folientransformators bei dreiphasiger Berech-
flung.

mit Uk =3, 58 % emn mit dem Mitteiwert der einphasigen Rechnungen iibereinstimmendes
Endergebnis. Es ist jedoch zu erwarten, dass mit noch genaueren Rechnungen dieser Wert
leicht ansteigt, und somit die Differenz zor Typenschild-Angabe von Uk = 3, 8 % etwas
geringer wird.

3.6.3 Berechnete Kurzschlussverluste

Im Gegensatz zu den anderen in dieser Arbeit untersuchten Transformatoren liegen bei dam
50-kVA-Folientransformator keine Messungen der Kurzschlussverlusta vor. Lediglich ftir die
Temperaturen von 75' C und 1200 C sind vom Hersteller berechnete Werte bekannt. Mit
linearer Extrapolation lassen sich damit die Kurzschlussverluste ftir die Referenztemperatur
von 200 C zu Pk = 0, 74 kW abschfitzen. Im Vergleich dazu liefern die durchgefflhrten
Rechnungen mit Ur = 1, 36 % Kurzschlussverluste von Pk= 0, 68 kW. Dieses sind 8,2 %
weniger als der geschdtzte Soliwert. Da fiber dessen Genauigkeit keine Aussaga getroffen
werden kann, sollen die Verluste hier nicht weiter diskutiert warden. Abschliecend wird
noch amn weiterer Folientransformator untersucht.

3.7 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen
1600-k VA-Folientransformators

Als letztes Beispiel f~r die Berechnung der Streuinduktivit5.en wird emn 1600-kVA-Folien-
transformator untersucht. Diesar Transformator weist eine oberspannungsseitige Bemes-
sungsspannung von 6600 V sowie 433 V auf der Unterspannungsseite auf, die als Breit-
bandwicklung ausgefiihrt ist. Im Gegensatz dazu besteht die Oberspannungswicklung aus
rechteckigen Kupferleitern. Eine schemnatische Darstellung des 1600-kVA-Folientransforma-
tors gibt die Abbildung 3.17.
Wie auch scion beim zuvor betrachteten 50-kVA-Folientransformator sind in diesem Fall
verhdltnisma3ig wenige Windungen nachzubilden. Mit knapp 450 primaren und 16 se-
kundaren Windungen ist es wiederum mdglich, den Transformator vollstd~ndig, d.h. dreipha-
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3.7 Ergebnisse der Berechnungen am Beispiel eines realen 1600-kVA-Folientransformators

Bild 3.17: Prinzipieller Aufbau des 1600-kVA-Folientransformators.

sig, zu erfassen. Aus diesemn Grund werden im Folgenden die Ergebnisse fir Berechnungen
mit erh6hten BRandelementzahlen dargesteilt.

3.7.1 Einphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

Bei der nummerischen Berechnung der Streuinduktivitiiten einer einzelnen Phase auf dem
mittleren Schenkel Sind die in der Tabelle 3.52 angegeben Rechnerressourcen benbtigt wor-
den. Als Ergebnisse haben sich dabei die relativen Kurzschluss-Spannungen ergeben, die in
Tabelle 3.53 dargestellt Sind. Schon bei relativ geringen Randelementzahlen dndert sich die
berechnete relative Kurzschluss-Spannung nicht mehr wesentlich, und mit uk = 6, 07 % liegt
der nummerisch ermittelte Wert 2 % unterhaib der Messwerte des Herstellers.

Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
3848 HP-V2250 2 min 77 MB

19240 HP-V2250 91 min 1525 MB
38480 HP-V2250 613 min 6025 MB
76960 HP-N4000 2808 min 23729 MB

115440 HP-N4000 9406 min 54676 MB

Tabelle 3.52: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 1600-kVA-Folientransfermaters
bei Nachbildung der mittleren Phase.

Neben der Berechnung einer einzelnen Phase auf demn mittleren Schenkel des Dreischenkel-
kerns ist ebenfalls eine Phase auf einemn du~eren Schenkel untersucht worden. Dabei Sind
die in der Tabelle 3.54 angegebenen Rechnungen durchgefiihrt worden. Wie auch schon bei
alien anderen in dieser Arbeit untersuchten TIransformatoren fallen die dafiir ermittelten
relativen Kurzschluss-Spannungen gemdfl Tabelle 3.55 um rund 2 % geringer ails als bei der
mittleren Phase.

Eine Mittelung aus den einphasigen Rechnungen liefert als Endergebnis eine relative Kurz-
schiuss-Spannung von Uk 5, 98 %, die knapp 3,5 % kleiner als der Messwert Uk = 6,17 %
ist. Anschlie~end sell dieser Wert anhand von dreiphasigen Nachbildungen iiberpriift werden.

82



3 Berechnung der Streu- und Nullinduktivitdten sowie der Kurzschiussverluste

Randelemente Uk

3848 -6,05 b
19240 6,06 %
38480 6,06 %
76960 6,06 %

115440 6,07 %
Mesewert 6,17 %

Tabelle 3.53: Relative Kurzschluss-Spannungen des 1600-kVA-Folientransformators bei Nachbildung der
mittleren Phase.

Randelemente Recliner CPU-Zeit Speicher
3848 HP-V2250 9 min 240 MB
19240 HP-V2250 320 min 4618 MB
38480 HP-N4000 1365 min 18145 MB
76960 HP-N4000 7229 mill 58859 MB

Tabeile 3.54: Laufzeiten und Speicherbedarf der einphasigen Modelle des 1600-kVA-Folientransformators
bei Nachbildung der dul~eren Phase,

3.7.2 Dreiphasig ermittelte relative Kurzschluss-Spannungen

Mit nicht einmal 500 Windungen bietet auch der 1600-kVA-Folientransformator die Mhglich-
keit, in dreiphasigen Modellen alle Windungen zu beriicksichtigen. Mit den verfi~gbaren
Rechnern konnten, wie die Tabelle 3.56 zeigt, melirere Randelemente pro Leiterseite ver-
wendet werden. Die bendtigte Rechenzeit sowie den Speicherplatz kann man dieser Tabelle
entnehmen.

Wie in der Tabelle 3.57 angegeben iet, liegen die dreiphasig ermittelten relativen Kurz-
schiuss-Spannungen rund 3,7 % unterhaib der Mesewerte. Damit erreichen die dreiphasigen
Modelle eine Genauigkeit, die mit der von einphasigen Rechnungen vergleichbar iet. Auch
bei dem 1600-kVA-Folientransformator weichen einphasige und dreiphasige Rechnungen bei
gleicher Randelementezahi pro Leiterseite kaumn von einander ab. Dem. Ergebnis von Uk =

5, 99 % der genausten dreiphasigen Rechnung stehit das gewichtete Mittel von Uk = 5,98 %
der entsprechenden einphasigen Rechnungen gegenilber. Die relative Abweichunig betr5.gt
dabei weniger ale 0,2 %.

Randelemente TUk
3848 5,71 %
19240 5,9%
38480 5,94 %
76960 {5,94 %

Messwert ,6,17 %

Tabelle 3.55: Relative Kurzschluss-Spannungen des 1600-kVA-Folientransformators bei Nachbildung einer
Aul~eren Phase.
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3.8 Ergebnisse der Streuinduktivitiitsberechnung im UDberblick

Randelemente Rechner CPU-Zeit Speicher
11304 HP-V2250 121 min 2270 MB
56520 HP-N4000 4441 min 44157 MB

113040 HP-N4000 12186 minl 98541 MB

Tabelle 3.56: Laufzeiten mid Speicherbedarf der dreiphasigen Modelle des 1600-kVA-Folientransformators.

Randelemente Uk

___________Mitte Links Rechts Mittelwert
11304 5,85 % 5,72 % 5,72 % 5,76 %
56520 6,07 % 5,95 % 5,95 % 5,99 %

113040 -6,07 % 5,95 % 5,95 % 5,99 %
Messwert 6,17 %

Tabelle 3.57: Relative Kurzschluss-Spannungen des 1600-k VA-Folientransforrnators bei dreiphasiger Berech-
flung.

3.7.3 Berechnete Kurzschlussverluste

Ausgehend von einem u,. = 0, 80 % ergeben sich aus der Bemnessungsleistung von 1600 kVA
die Kurzschlussverluste Zn k = 12, 8 kW. Dieser Wert liegt erheblich unter den gemessenen
Verinsten von 15,7 kW. Dafiir ktinnen die oben schon erwihnten Verluste in den axialen Zu-
leitungsschienen, die das Modell nicht erfasst, ausschlaggebend sein. Wie bei allen anderen
in dieser Arbeit untersuchten Transformatoren kann die Verlustberechnung auch hier nur
orientierende Aussagen liefern. len folgenden Abschnitt werden die wichtigsten Ergebnisse
der Streuinduktivitdtsberechniing aus der Untersuchung von fiinf verschiedenen Transfor-
matoren noch einmal zusammengefasst.

3.8 Ergebnisse der Streuinduktivitdtsberechnung im Uberblick

In diesem Kapitel ist anhand von zuen Teil sehr unterschiedlichen Transformatoren gezeigt
worden, mit welcher Genauigkeit es die Randelementenethode ermdglicht, mnit einem zwei-
dimensionalen Modell die Streuinduktivitiit von Transformatoren ohne Verwendung von
Erfahrungsfaktoren zu bestimmen. Ala wesentliche Ergebnisse sollen festgehalten werden:

1. Mit der Randelementenethode ist es mbglich, die Streuinduktivit5.ten von Leistungs-
transformatoren Zn bestimmen. Abweichungen von unter 5 % sind dabei die Regel.
Fiir detaillierte Modelle ist - nach heutigem Stand - Hbclistrechenleistung erforder-
lich, grdbere Modelle mit deutlich abgesenkten Rechnerressourcen sind jedoch nur
wenig ungenauer.

2. Auch ffir Sonderkonstruktionen ist das Verfahren anweudhar. Nur wenn die Felder zu
ausgeprdgt dreidimensional werden, z.B. weil Spulen in der Fenstermitte enden und
dadurch eir Querfeld erzeugen, kbnnen nur noch Riclitwerte bestiment werden.

3. Urn Rechnerressourcen an sparen, kdnnen einphasige Rechnungen verxvendet werden.
Mittelt man die Ergebnisse einzelner einphasiger Berechnungen von Wicklungen auf
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dem mittleren und duleren Schenkel, so sind einerseits die insgesamt bendtigten Rech-
nerressourcen immer noch deutlich kleiner als bei dreiphasigen Rechnungen, anderer-
seits werden deren Ergebnisse sehr genau reproduziert.

4. Nullinduktivitaten und Kurzschlussverluste kbnnen derzeit nur als Richtwerte be-
stimmt werden. Im Vergleich zu den Streuinduktivitgten liegen die Abweichungen
von Vergleichswerten deutlich hiher.

Als weitere Anwendung der Streuinduktivitdtsberechnung wird im ndchsten Kapitel die
Kraftberechnung diskutiert. Die Randelementmethode ermdglicht einen einfachen Weg, die
Krdfte auf ganze Wicklungen oder Teile davon zu berechnen.
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4 Kraftberechnung mit der Randelementmethode

4 Kraftberechnung mit der Randelementmethode

Mit der Randelementmethode kann man die Felder und die lokalen Stromverteilungen in den
Leitern bestimmen. Es ist deshaib ebenfalls mdglich, die auf die Leiter wirkenden Lorentz-
Kr5hfte durch eine Integration zu berechnen. Als Alternative bietet sich an, iffber die bisher
bestimmten Induktivitdten Krdfte auf die Leiter zu berechnen. Dazu ermittelt man aus
den als eingeprd.gt anzusehenden Strdmen die magnetische Energie, die mit den Windungen
verkniipft ist. Durch die Differentiation der Energie nach einer kleinen Verschiebung ergibt
sich die Kraft auf die verschobenen Leiter. Beide Methoden weisen verschiedene Vor- und
Nachteile auf, die in diesem Kapitel diskutiert werden.

4.1 Kraftberechnung mit demn Lorentz-Integral

Zundchst soil die klassische Berechnung der Kraft erihutert werden, wenn die magnetischen
Felder und die lokale Stromverteilung bekannt sind. Man benutzt die bekannte Lorentz-
Formel

p= I (6 x ),(4.1)

um die mechanisehe Wirkung des magnetischen Feldes auf einen geradlinigen Linienleiter
der Ld.nge I und der Riclitung 6 zu beschreiben, in dem emn Strom I fliel~t. Bei ausgedehnten
Leitern mit einer Querschnittsfldche V geht diese Gleichung in dns Integral

f~~ (§ (XIY) x AzY)) dx dy (4.2)

tiber. Dabei muss die tatsdchliche Stromdichte § (x, y) bekannt sein, die auch Wirbelstrdme
enthfilt. Im Gegensatz dazu brauclit das Eigenfeld eines geradlinigen Leiters, ftir den die
Kraftwirkung bestimmt wird, bei der Berechnung von fA (x, y) nach [18] nicht beriicksichtigt
zu werden. Um das Integral (4.2) nummerisch mflglichst genall auswerten zu kiinnen, ist die
Kenntnis der lokalen Stromdichte § (x, y) und des Magnetfeldes fl (x, y) von allen anderen
Leitern an jeder beliebigen Stelle innerhalb der Querschnittsfldche V des Leiters niitig.
Einen deutlichen Vorteil weist dabei die Randelementmethode gegenilber anderen Feld-
berechnungsverfahren auf. Bei der nummerischen Auswertung der Gleichung (4.2) kann -
unabhdngig von der Randelementeverteilung und damit der Diskretisierung - ein beliebig
feines Raster gewdhlt werden. Bei den anderen Verfahren ist das Feld immer nur an aus-
gewdhlten Punkten bekannt. Dazwischen muss interpoliert werden. Nattilich bedeutet die
erh6hte Genauigkeit auch die Inkaufnahme von hohen Rechenzeiten, denn die Felder und
Strilme an jedem Integrationspunkt mflssen erst berechnet werden. Hinzukommt, dlass bei
einer ausgepriigten Stromverdrdngung zu den Leiterrdndern hin dort sehr feinmaschig inte-
griert werden muss.
Neben diesen Problemen gibt es speziell bei der Kraftberechnung mit der Randelementme-
thode noch drei weitere Gesichtspunkte, die die Anwendung der Lorentz-Integration (4.2)
unattraktiv machen. Zumn einen wird - wie oben beschrieben - das Magnetfeld ohne den An-
teil des Leiters ben~itigt, auf den man die Kraftwirkung bestimmen will. Andererseits muss
ffir die lokale Stromverteilung in diesemn Leiter das Eigenfeld beriieksichtigt werden. Die
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4.1 Kraftberechnung mit dem Lorentz-Integ-ral

Kraftberechnung fiir einen Leiter bendtigt somit zwei Feldberechnungen. Fiur jeden zusd.tz-
lichen Leiter, auf den die Kraft bestimmt werden soil, kommt eine weitere hinzu. Diese
verschiedenen Feldprobieme kbnnen jedoch nicht - wie bei der Streuinduktivitdtsberech-
nung -gleichzeitig gelfist werden. Damit sich keine Wirbelstrrme in demn Leiter ausbilden,
auf den die Kraft bestimmt werden soil, die wiederum das Gesamtfeld beeinflussen, muss die-
ser Leiter komplett aus der Feldberechnung entfernt werden. Somit ist die Bestimmung der
Krgfe fUr eine grolle Anzahl an Leitern bei umfangreichen Modellen durch die zahireichen
Rechnungen praktisch nicht einsetzbar.
Emn zweites Problem besteht in der Verletzung der Bedingung (2.34). Sie fordert das Ver-
schwinden der Summe der eingeprhgten Striime. Nimmt man einen Leiter aus der Rechnung
heraus,. fiirt das zwangslfiufig dazu, dass sich die Stromsumme der fibrigen Leiter nicht
mehr zu Null ergdnzt, sofern der betroffene Leiter niclit stromlos gewesen ist. Zwar hat sich
in der Praxis gezeigt, dass der dadurch entstandene Fehier gering ist, allerdings kann keine
Aussage darfiber getroffen werden, ob dieses stets der Fall ist.

Zudemn ist bei der Berechnung der Krafte fiber das Lorentz-Integral (4.2) zu beachten, dass
das lineare Gleichungssystemn der Randelementmethode zur Bestimmung der Felder und
Strflme vollstflndig gelf~st werden muss - im Unterschied zur Berechnong der Streuindukti-
vittgten. Daher werden bei der Berechnung deutlich mehr Speicher und Rechenzeit bentitigt.
Insgcsamt zeigt sich, dass diese Art der Kraftberechnung fiber das Lorentz-Integral zwar
durchfiihrbar ist, jedoch ftir umfangreiche Systeme wie Leistungstransformatoren der Um-
fang der Rechnungen zur Zeit fiber emn akzeptables Mail hinausgeht. Zur Veransehaulichung
dieser Zusammenhuinge wird im Folgenden ein einfaches Beispiel vorgestelit. Emn Leiterpaar
mit einemn grollen Mittenabstand im Verhdltnis zumn Leiterquerschnitt dient als Vergleich zu
den theoretisch berechineten Werten bei punktfflrmigen Leitern.

4.1.1 Beispiel fUr die Kraftberechnung fiber das Lorentz- Integral

In diesemn Abschnitt soil die erzielbare Genauigkeit der Kraftberechnung fier das Lorentz-
Integral (4.2) den dazu henfitigen Rechenzeiten gegenfibergesteilt werden. Des Weiteren sol
die Kraftwirkung mit derjenigen vergleichen werden, die zwischen zwei Linienleitern gleichen
Mittenabstandes auftritt. Als Rcferenz dient dazo das Leiterpaar aus Abbildung 4.1. Die
quadratischen Leiter weisen eine Kantenlfinge a auf, die gegenfiber demn Mittenabstand d
der Leiter vernachluissigt werden kann. Dann ist die Approximation durch Linienleiter eine
hinreicheade Nitherung.

Fiir das Magnetfeld eines punktfflrmigen Leiters, in demn der Strom I fliellt, gilt im Abstand

+1 -

d

a
Buld 4.1: Quadratisches Leiterpaar mit Kantenlange a bzw. Linienleiter im Mittelpunkt der Quadrate. Der
Mittenabstand betrdgt d > a.
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4 Kraftberechnung mit der Randelementmethode

r yam Leitermittelpunkt

B=o- I . (4.3)
2irr

Nach (19] wirkt somit auf einen Linienleiter der Lange 1 im Abstand d eine Kraft vom Betrag

F-=1I 2(44
2 7rd

wenn wie im Beispiel die Leiter die Strt5me +1 und -I f~hren. Bei einen angenommenen Ab-
stand von d = 1 mn und eingeprdgten Strdmen von I = 100 A ergibt sich als Referenzltisung
eine Kraft von

F' F 2 mN (4.5)
=T m

entlang der Verbindungsachse. Da es bei Leitern mit punktfi~rmigemn Querschnitt keine Wir-
belstrdme gibt, ist dieses Ergebnis unabhdngig von der Frequenz des Strains.
Bei der Berechnung der Kraft mit der Randelementmethode und der Lorentz-Integration
wird f~r das Leiterpaar ebenfalls ein Mittenabstand von d = 1 m gewahlt. Die Kantenldnge
soil a = 1 cm betragen, so dass wegen d > a die Ergebnisse mit demn Linienleiter vergleichbar
sind. Bei einer Frequenz von 50 Hz ergeben sich fUr verschiedene Genauigkeiten berechnete
Krd.fte, die urn weniger als 0,5 % yamn Referenzwert abweichen. Mit nur einem geringen
Mehraufwand kdnnen Abweichungen von unter 0,05 % erreicht werden. Man muss f~r diese
Genauigkeit mindestens 10000 Stiitzstellen pro Leiter bei der Integration in Gleichung (4.2)
verwenden. Die Anzahl der Randelemente ist dabei nicht relevant. Auf den verwendeten
Rechnern dauern Rechnungen dieser Art weniger als eine Minute und bentitigen nur einige
Kilobytes Speicher.
Anders ist die Situation, wenn eine lidhere Frequenz betrachtet wird. Bei 1 MHz bewirkt die
Stromverdrldngung zu den Rdndern hin eine deutliche Verschlechterung der nummerischen
Integration. Die Tabelle 4.1 zeigt, wie bei einer gleichmdBigen Verteilung der Stiitzstellen
emn erheblicher Teil des eingeprd.gten Stromes niclit erfasst wird, wenn die lokale Straindiclite
Uber den Leiterquerschnitt integriert wird. Es sei an dieser Stelle jedach darauf hingewiesen,
dass f~r die Berechnung der Wicklungskrafte von Leistungstraasformatoren nur Prequenzen
untersucht werden mflssen, die weit unterhalb von 1 MHz liegen.

Stfltzstellen -erfasster Strom Rechenzeit
100 89,5 % 2 s
400 94,4% 5 s
2500 96,1 % 28 s

10000 96,9 % 110 s
250000 96,9 % 2710 s
1000000 97,7 % 10860 s

Tabelle 4.1: Erfasster Strom und benatigte Rechenzeit fir verschiedene Sttitzstellenzahlen bei der numme-
rischen Integration der K~raft fiber die Lorentz-Formel.
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4.2 Kraftberechnung fiber die magnetisehe Energie

Taotz einer wesentlich erhfihten Anzahl von Stfiitzstellen konvergiert das Integral fiber die
Stromdlichte nur sehr langsam auf den Referenzwert. Gleichzeitig wdchst die Rechenzeit stark
an. Durch eine zu den Rdndern hin steigende Anzahl der Stfitzstellen kann die Konvergenz
geringftigig verbessert werden. Weiterhin ist die Kraft urn den Faktor des zu wenig erfassten
Stroms zu korrigieren. Man nimmt dabei an, dass sich der fehiende Strom gleichmhl~ig fiber
den Leiter verteilt. Beriicksichtigt man diesen Korrekturfaktor, so ergeben sich f~r die oben
beschriebenen Rechnungen die Ergebnisse in der nacbfolgenden Tabelle 4.2.

Stiitzstellen F'
100 1,813 mN/rn
400 1,884 mN/rn

2500 1,871 mN/rn
10000 1,894 mN/rn

250000 1,861 mN/rn
1000000 1,867 mN/rn

Tabelle 4.2: Mit der Lorentz-Integration bestimmnte Kriifte auf efflen Leiter des quadratjschen Leiterpaares
aus Abbildung 4.1.

Erst bei einer groBen Anzahl Stfltzstellen konvergiert das Ergebuis. Bei der Berechnung
der Streuinduktivitdten ist eine deutlich bessere Konvergenz festzustellen. Deshaib wird im
Weiteren die Kraftberechnung alein fiber die magnetische Energie untersuclit.

4.2 Kraftberechnung fiber die magnetische Energie

Bei einer infinitesimal kicinen und langsamen Verschiebung dx eines physikalischen Systems
gegen eine konstante Kraft F ergibt sich eine Energiednderung von

dW = F - dx. (4.6)

Man kann dann bei dern untersucliten System von induktiv gekoppelten Windungen davon
ausgehen, dlass die bef dieser Verschiebung verrichtete Arbeit vollsthindig in das magneti-
sche Feld iiberfilhrt wird, das von den stromdurchfiossenen Windungen erzeugt wird. Das
heil~r, man vernachldssigt jede durch die Verschiebung verursachte Anderung in den Wir-
belstrfimen. Emn Vergleich der nummerisch ermittelten Kurzschlussverluste u, vor und nach
soichen Versohiebungen zeigt, dlass diese Annabme berechtigt ist.

Fur cin Leiterpaar bzw. eine Windung ergibt sich die magnetische Energie W., nach [20] zu

w. ~!LI2 (4.7)

wobei L die SelbstinduktivitUi bezeichnet. Filr Systeme von n induktiv gekoppelten Leiter-
paaren wird diese Gleichung in vektorieller Schreibweise als Bilinearform

Wm (IIr I~. L21 L22 ... '2L(4.8)

2 LD1 Ln2*. Lnn, 1. i,

90



4 Kraftberechnung mit der Randelemeutmethode

dargesteilt. Aus der Energiednderung - verursacht durch eine kleine Verschiebung Ax eini-
ger Leiter - kann man die nach Gleichung (4.6) Kraft bestimmen, die in Richtung dieser
Verschiebung wirkt. So gilt fdr den Betrag der Kraft

F =-, (4.9)
AX

wobei AW =W, - WO die Energiedifferenz zwischen dem verschobenen und dem Ausgangs-
zustand darsteilt. Tm vorliegenden Fall kann man einen Leiter oder sogar eine ganze Gruppe
von Leitern, z.B. eine Wicklung, verschieben und mit der Randelementmethode die verander-
te Induktivitatsmatrix berechnen. Damit sind auch hier zwei Feldberechnungen notwendig,
um die Kraft zu. ermittein, die auf alle verschobenen Leiter entlang der Verschiebungsrich-
tung wirkt. In diesemn Punkt entspricht die Energiemethode der Lorentz-Integration.
Urn die Genauigkeit der nummerisehen Differentiation zu steigern, soilte neben der Verschie-
bung Ax auch die entgegengesetzte urn -Ax betrachtet werden. Damit wird der Gradient
der magnetischen Energie in beide Richtungen ausgewertet. Dies ftihrt nach [21] nur zu ei-
nem Fehler der Ordnung O(AX2 ) anstatt von O(Ax) bei einer einseitigen Betrachtung. F~ir
eine zweite Koordinatenrichtung kann die Basisrechnung ebenfalls genutzt werden; zusdtz-
liche Durchlgufe mit entsprechend anderen Verschiebungen - urn z.B. Ay - sind jedloch
vorzunehmen.
Bestelit das gesamte System our aus einem Leiterpaar, so folgt aus Gleichung (4.7)

AW = W1 - WO = 1112- LO 12 = IALI' (4.10)
2 2 2

mit AL = ,- LO. Damnus ergibt sich mit

F' = F = AW _ =1IAL' 1 2 (4.11)
1 1 -Ax 2Ax

die auf die Ldnge I bezogene Kraft auf das System entlang der Riclitung von Ax. Mit der
Beziehung (4.8) folgt analog dazu fUr emn System aus n Leiterpaaren

AL', AL12 ... AL'_~
F 1 =L~ AL 2 LA (4.12)

AL', AL' 2 .. AL',, I

An dieser Stelle soil der Spezialfall eines Zweiwicklungstransformators nd.her betrachtet wer-
den. Aus Gleichung (4.12) wird dann

F1=..L.( 1 1 ) AL'11 AL'12  (Ii (4.13)2Ax 2 L~ AL 22/ 2

wobei der Index 1 wiederum die Oberspannungswicklung und der Index 2 die Unterspan-
nungswicklung kennzeichnet. Die Matrizen kbnnen zu

2(AL',II2 + (ALl12 + AL',) 1112 + AL'l21) (4.14)
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4.2 Kraftberechnung fiber die magnetische Energie

ausmultipliziert werden. Mit AL' = L - L, und Gleichung (3.32) gilt

ALj=ww A.,- AfO (4.15)

wennA die Leitwerte in der Ausgangslage und A -,, die der verschobenen Geometrie
bezeichnet. Zusdtzlich ist zu beachten, dlass 11 und 12 als Strdme in Ober- und Unterspan-
nungswicklung in der Beziehung

12 = -,(4.16)W2

stehen, wenn der Magnetisierungsstrom von untcr 1 % vom Nennstrom vernachl1dssigt wird.
Das negative Vorzeichen beruht auf der Konvention der Stromrichtungen. Emn in positiver
z-Richtung fliefiender Strom in den Hinleitern der Windungen wird positiv gezdhlt. Dadurch
muss in einer der beiden Wicklungen emn negativer Strom flief3en. In die Gleichung (4.14)
eingesetzt erhuilt man

F'1 2 (All1,, - A'11  -A' A'12 ,0 + A', 2 '~e ' 2,1 22,20 ) 1 1~

=L(At 1,1 - A/ 2,1 - A' 1,1 + A/ 2,1 + A' 1,0 - A/ 2,0 - A'1,0 + A'22,5 ) - w 212

= 1,,-i, ) w'1I2 = AL' . 12(4.17)
2,Ax a I 2Ax

unter Verwendlung der Definition der Streuinduktivitdt L~j = A',j - A' 2 , - Al11 j + A'22, aus
den Gleichungen (3.10) und (3.33). Ftir einen Zweiwicklungstransformator ergibt sich also
die Kraft aus der Anderung der Streuinduktivitdt infolge einer geringen Verschiebung Ax.
Mit diesem Ergebois geht jedloch auch emn nummerisches Problem embher: Die Streuindluk-
tivittiten werden aus Differenzen von Leitwerten gewonnen, die sich typischerweise erst in
der vierten Stelle nach demn Komma unterscheiden. Aus soichen Streuinduktivitdten zweier
leicbt unterschiedlicher Rechnungen wird wiederum eine Differenz gebildet. Bei Verschiebun-
gen um 1 mm unterscbeiden sich die Streuinduktivitdten erst in der ffilnften oder sechsten
Stelle, so dass insgesamt die Kriifte aus Differenzen von Indluktivitaten berechnet werden,
deren fiibrende acht Stellen identisch sind. Ob die aus der Lflsung eines linearen Gleichungs-
systems von Uber 100000 Gleichungen gewonnenen Indulktivitiiten trotz der Verwendlung
doppelt genauer Zahien eine solche Genauigkeit auf-veisen, kann nicht sichergestellt wer-
den. Bevor auf diese Recbnungen eingegangen wird, soil zundchst das obige Beispiel ftir die
Kraftberechnung erneut aufgegriffen werden.

4.2.1 Beispiel ffir die Kraftberechnung fiber die magnetische Energie

Im Abschnitt 4.1.1 ist die Kraft auf einen Leiter des Leiterpaares aus Abbilduing 4.1 fiber die
Integration der Lorentz-Kraft diskutiert worden. Wdhrend sich die Kraft bei einer Frequenz
von 50 Hz mit Recbnungen von nur wenigen Sekunden Dauer prdzise bestimmen liefi, waren
die Krdfte bei 1 MHz auch mit mehr Randelementen sowie einen Vielfachen an Stiitzstellen
bei der Integration niclit mehr hinreichend genau zu ermitteln, weil die Stromverteilung
durch Wirbelstrdme niclit mebr aufgelbst werden konnte.
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Ganz anders steilt sich die Situation bei der Verwendlung der Kraftberechnung iber die
magnetische Energie gemfl Gleichung (4.11) dar. Die Berechnung der Selbstinduktivitdt
des betrachteten Leiterpaares dauert unabh~ngig von der Frequenz nur wenige Sekunden,
wenn die Rechnungen - wie irn vorangegangenen Beispiel - mit nur 10 Randelernenten pro
Seite durchgefiihrt werden. Als Verschiebung wird 0,1 mm gewdhlt. Beide Leiter werden urn
diese Strecke nach aul~en verschoben, so dass die Symmetrie erhalten bleibt. Damit betrdgt

Ax=0, 0002 mn.
Wie die Tabelle 4.3 zeigt, ergeben sich bei beiden requenzen mit der Energiemethode die
gleichen Krdfte. Die Kraft stimmt auflerdemn genau mit der theoretischen Referenzldsung ffir
Linienleiter gleichen Mittenabstandes fiberein.

Frequenz L' in 10'2 H/rn L' in 10-2 H/rn AL' in 1012 H/rn F'
unverschoben verschoben bei Ax = 0, 0002 m

50 Hz 2161846 2161926 80 2,000 inN/rn
1 MHz 2055908 2055988 80 2,000 mN/rn

Tabelle 4.3: Ergebnisse der Kraftberechnung fiber die Energieinethode bei verschiedenen Frequenzen.

Zu untersuchen bleibt noch, wie gut die Kraftberechnung senkrecht zur Verbindlungslinie der
beiden Leiter funktioniert. Theoretisch ist in diesern Fall keine Kraft zu erwarten und auch
die Lorentz-Integration liefert nur elnen verschwindend geringen Wert von 10' mN/rn. Bei
einer nurnrerischen Integration ist es natiirlich fast unm~glich, genau Null zu berechnen.
Als zweite Rechnung wird. f~r die Energiernethode hier eine Verschiebung our eines Leiters
urnA = 0, 1 mm gewdhit. Eine Verschiebung beider Leiter ohne weiteren Bezugspunkt
in der Rechnung ist nicht sinnvoll, da es sich dann immer noch urn die gleiche Geornetrie
handelt.
Bei beiden untersuchten Frequenzen erhbht sich die bezogene Selbstinduktivitdt des Lei-
terpaares urn 2 - 10-15 H/rn, wenn emn Leiter urn Ay =0, 1 mm verschoben wird. Dieses
entspricht einer Kraft von F= 0, 2 piN/m. Darnit die Energiemnethode f~r diese Kraft exakt
Null liefert, 1st f~r jedle Frequenz eine weitere Rechnung mit einer entgegengesetzten Ver-
schiebung n6tig. Bei einer Rechnung mit Ay =-0, 1 mm ergibt sich ebenfalls; eine Erhdhung
der Selbstinduktivitgt urn 2 -10"s H/rn. Aufgrund der entgegengesetzten Verschiebung be-
trdgt die Kraft in diesemn Fall jedloch F= -0, 2 iN/m, so dlass sich insgesamt der Mitteiwert
von F = 0 N/rn einstellt. Abschlie~end sollen die beiden Methoden der Kraftberechnung
noch einrnal verglichen werden.

4.2.2 Gegeniiberstellung der beiden Methoden zur Kraftberechnung

Bei dem Vergleich der beiden vorgestellten Methoden seien besonders die Gesichtspunkte
Rechenzeit und Speicherbedarf sowie die Genauigkeit betrachtet.

e Rechenzeit: Eine eindeutige Aussage, weiche Methode die schnellere ist, 1hsst sich
nicht treffen. Emn einfaches Beispiel soil dieses belegen. Betrachtet wird dabei emn Mo-
dell, das fiir die Streuinduktivitdtsberechnung eine Zeiteinheit (ZE) ben6tigt. Grund-
lage ffir die Lorentz-Integration ist eine Feldberechnung, die - wie das Beispiel irn
Anhang A zeigt - etwa 30 % rnehr Matrixoperationen benbtigt, also hier mit einem
Zeitaufwand von 1,3 ZE abgesch~tzt wird. Emn soiche Rechnung ist ffir jedlen Leiter

93
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nfitig, fiir den die Kraftwirkung bestimmt werden soil. Hinzukommen die Basisrech-
nung sowie eine von der erforderlichen Genauigkeit abhiingige Zeit ftir die nummeri-
sche Integration. Will man die Kriifte auf n einzelne Leiter bestimmen, benbtigt man
mindestens 1, 3 (n + 1) ZE fUr die KrTAfte in beide Koordinatenriclitungen.

Bei der Methode fiber die magnetischen Energien ist fiir jede Kraft mindestens eine
weitere Streuinduktivitdtsberechnung notwendig. Der Zeitbedarf summiert sich damit
auf (n + 1) ZE, wenn man die Kriifte nur in eine Koordinatenrichtung benbtigt, bzw.
(2 -n + 1) ZE, wenn beide Richtungen berechnet werden sollen. In diesen Fd.llen 1st die
Methode der Lorentz-Integration immer schoeller. Interessiert jedoch nur die summa-
rische Kraft auf eine ganze Wicidung, ist bei der Energiemethode nur eine zusd.tzliche
Rechnung erforderlich. Insgesamt werden dann 2 ZE benfltigt. Beispielsweise wflre die
Lorentz-Integration bei 770 Leitern in der untersuchten Windung mit fiber 1000 ZE
zu veransehiagen. Ftir die Bestimmung von Wicklungskrdften ist damnit die Energie-
methode imrner schneller.

" Speicher: Tm Gegensatz zur Rechenzeit fiillt der Vergleich der beiden Methoden
beztiglich des Speicherbedarfs deutlich zu Gunsten der Energiemethode aus. Die teil-
weise Ldsung des Gleichungssystems benfltigt rund 30 % weniger Speicher als die fiir
die Feidberechnung n6tige vollstdndige Lbsung. Hinzukommt, dass fUr die Kraftberech-
nung fiber die magnetische Energie miiglicherweise bei der Ind uktivitiitsbestimmung
Symmetrien ausgenutzt werden kflnnen. Dieses ist bei der Integrationsmethode nicht
mdglich, wie auf Seite 88 beschrieben.

Bei Ausnutzung von Symmetrien reduziert sich der Speicher auf etwa emn Viertel des
urspriinglichen Bedarfs. Damit wfirde die Lorentz- Integration etwa das Fuflnfache an
Speicher bendtigen. F~ir detaillierte Modelle lcann dieses da entscheidende Kriteriurn
sein.

* Genauigkeit: Wie die vorangegangenen Beispiele gezeigt haben, kann es bei der
Kraftberechnang mit der Lorentz- Integration zu Konvergenzproblemen kommen. Die-
se treten besonders bei hdheren FRequenzen auf, wenn Wirbelstrdme den Strom an den
Leiterrand drtingen. Nur mit einem extremen Aufwand durcb die Verwendung vieler
Stfltzstellen bei der Integration kann dieses Problem geli~st werden. Bei Netzfrequen-
zen ist damit jedoch nicht zu rechnen.

Solche Probleme kenot die Energiemethode auch. Die interne Stromverteilung ist durch
die Verwendung der Induktivitdten automatisch einbezogen. Kritisch ist nur die Diffe-
renz der Streuinduktivitdten, die zur Kraftberechnung herangezogen wird. Hier kann
der in der Nummerik bekannte Effekt der Differenz groller Zahien gleich doppelt auf-
treten. Solange dies jedocb nicht eintritt, liefert die Energiemethode die genaueren
Ergebnisse.

Als Fazit kann festgehalten werden, dass die Kraftberechnung fiber die Energiemnethode be-
sonders bei umnfangreichen Modellen aufgrund der geringeren Speicheranforderungen deutli-
che Vorteile gegenflber der Lorentz-Integration bietet. Beziiglicb Genauigkeit und Rechenzeit
1st die Energiemethode oft, allerdings nicht immer fiberlegen. Am Beispiel des schon unter-
suchten 110-kV-/10-kV-Transformators sollen nun mit der Energiemnethode Wicklungskrdfte
bestimmt werden, da bier die Rechenzeit ffir die Lorentz-Integration um emn Vielfaches gr5Uer
wdre.
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4.3 Kraftberechnung am Beispiel des 110-kV-/10-kV-Transfor-
mators

Im Betriebs- wie auch im Kurzschlussfall wirken Krifte sowohl in radialer als auch in axialer
Richtung auf die Wicklungen. Betrachtet werden hier nur Krdfte, die auf die Hin- oder
Rflckleiter einer Wicklung summarisch eine resultierende Kraft ergeben. Heben sich z.B.
Kontraktionskrdfte gegeneinander auf, kinnen sie mit der Energiemethode nicht bestimmt
werden. Es bleiben damit einerseits die radial wirkenden Normalkrifte sowie andererseits bei
asymmetrischer Wicklungsanordnung die parallel zur Spulenachse gerichteten Schubkrdfte
zu ermitteln.
Fir die Kraftberechnung werden die Betriebsstrdme zu Grunde gelegt. Natfirlich sind die
Kurzschlusskrifte um ein Vielfaches grbller, jedoch gelten immer Abhdngigkeiten der Form
F - 12, so dass die Umrechnung auf Kurzschluss-Strame einfach erfolgen kann. Ist ein
Transformator mit einer relativen Kurzschluss-Spannung uk die einzige Impedanz im Kurz-
schlusskreis, so gilt fUr den Anfangskurzschlusswechselstrom

1,T
h T- (4.18)Uk

Der ffir die Kurzschlusskraft ma~gebliche Stollkurzschluss-Strom I. bestimmt sich daraus
zu maximal

1. = /2 cI( -' 20 rT, (4.19)

wenn der Stoflfaktor K mit dem Maximalwert 2 und die relative Kurzschluss-Spannung zu
Uk = 0, 14 angenommen werden. Damit ergeben sich Kurzschlusskriifte, die um den Faktor
400 grdller als die im Betriebsfall auftretenden Beanspruchungen sind.
Bei einem fertiggestellten Transformator ist es nicht moglich, die auf die Wicklungen wirken-
den Krdfte experimentell zu bestimmen, denn man bendtigt dazu von auflen einen Zugriff
auf die einzelnen Wicklungen. Dieses ist zwar bei Versuchsausfiihrungen m~glich; fabrikfer-
tige Exemplare sind daftir jedoch nicht zu verwenden. Um die mit der Randelementmethode
bestimmten Krifte einzuordnen, k6nnen keine Messwerte als Referenzgrblien herangezogen
werden. Diese sind auf eine andere Weise zu bestimmen.

4.3.1 Bestimmung von Referenzwerten

Fiir eine Berechnung der in einem Transformator wirkenden Krafte ben6tigt man die Felder
und Strdme in allen Leitern, die dana gemfi Gleichung (4.2) integriert werden. Es hat sich
gezeigt, dass man mit einfachen Annahmen und einer auf der Methode von Rogowski, vgl.
[1], basierenden Feldberechnung fUr standardisierte Geometrien die Krdfte relativ genau
bestimmen kann.
In [22] werden auf diese Weise die Normal- und die Schubkrdfte auf Transformatorenwick-
lungen bestimmt. Dabei wird von einem Zweiwicklungstransformator ausgegangen, dessen
primdre und sekunddre Wicklungen eine identische Hbhe h aufweisen. Weiterhin relevant
ist der Abstand g der innenliegenden Wicklung zum Eisenkern sowie die gesamte Breite a
beider Wicklungen inklusive ihres Zwischenraumes. Zusdtzlich wird noch die mittlere Win-
dungslgnge I bendtigt. An dieser Stelle wird wiederum die bisher mit Erfolg verwendete
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x-h
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Bild 4.2: Kraftwirkung an einem einfachen Transformatorenmodell: a) Normalkrte b) Schubkr5.fte.

energiegewichtete Windungs]ange 1,g nach Gleichung (3.35) eingesetzt. Eine schemnatische
Darstellung der zu Grunde gelegten Geometrie bietet die Abbildung 4.2a.

Zur Kraftberechnung nach [22] bendtigt man zundchst den in der Literatur als Rogowski-
Faktor bekannten Wert

K = - a(4.20)
rh'

Bei den hier vorliegenden Geometrien mit h z 1, 5 m und a 0, 2 m gilt

a < (4.21)
7rh

so dlass auf eine weitere Reihenentwicklung von K verzichtet werden kann. Die Normalkraft
berechnet sich dann zu

F_ = po legK (WI) (4.22)

mit der primiirseitigen Windnngszahl w, sowie dern Strom I, der Primdrwicklung. Wgihlt
man die energiegewichtete Ldnge des 110-kV-/10-kV-Transformators nach Tabelle 3.4, so
ergibt sich eine Normalkraft FN von

FN = 34,99 kN (4.23)

auf die Wicklungen, wobei die Kraft immer von der anderen Wicklung iveggerichtet ist.
Dieses wird von den sich jeweils abstol~enden Feldern gegensinnig stromdurchflossener Leiter
verursacht. Dementsprechend wirkt bei asymmetrischen Geometrien wie in Abbildung 4.2b
eine axiale Kraft stets so auf die Wicklungen, dass sich die Asymmetrien verstdrken. Nach
[22] berechnet man diese Schubkraft z

(,=w 19,x 1 1 2 (4.24)
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Der Faktor x als MaB der relativen Verkiirzung der iiuferen Wicklung sowie die Anzahl der
sogenanilten Querstreugruppen n gehen bier zusdtzlich in die Rechnung emn. In der Bezeich-
nung Querstreuung spiegelt sich die Tatsache wider, dass die axialen. Krafte im. Gegensatz
zu den radialen Wicklungskrdften von Streufeldern verursacht werden, die senkrecht zu dem.
Hauptstreufeld verlaufen. Diese Felder bezeichnet man sumnmarisch als Querfelder, die audi
scion beim 63-MVA-Doppelstock-Transformator auf Seite 69 bei den Kurzschlussversuchen
2 bis 4 eine wesentlicie Einfiussgrdfe dargestelit haben. Bei der bier vorliegenden Geomnetrie
mit einer Primarspule, die sowohi oben als auci unten ktirzer als die sekunddre Wicklung ist,
gilt n = 2. Natfirlich beschreibt die verwendlete Geometrie den realen TIransformator nicht
exakt, so dlass die hier berecineten Schubkrafte ungenau sein ki~nnen. FUr den untersucliten
110-kV-/10-kV-Transformator betrdgt die Schubkraft

Fs = 638 N. (4.25)

Anschliel~end sollen die berechneten Referenzwerte fUr die Normalkraft EN und die Schub-
kraft ES mit den Kraften verglicien werden, die sich aus der nummeriscien Feldberechnung
mit der Randelementmethode ergeben.

4.3.2 Ermittlung der Kriifte mit der Randelementmethode

Als Beispiel fUr die Kraftberecinung mit der Randelementmethode wird der von der Streuin-
duktivitatsberechnung her bekannte 110-kV-/10-kV-Transformator verwendet. Er weist ei-
ne Geomnetrie auf, die der in [22] vorausgesetzten am ehesten entspricht. Weiterhin sind
detaillierte einphasige Modellierungen mit den zur Verfilgung stehenden Rechnerressourcen
berechenbar.
Alle Krafte sind mit Verschiebungen von Ax = ±O, 001 m an einpiasigen Modellen be-
stimmt worden, wobei immer die Ergebaisse der beiden Rechnungen ftir die positive wie
negative Verschiebung gemnittelt worden sind. Eine Untersuchung Uiber die richtige Wahl der
Verschiebung wird im Abschnitt 4.3.3 vorgenommen. Die Frequenz, bei der die Rechnun-
gen durcigefiihrt worden sind, ist weiterhin f = 50 Hz. Als mittlere Leiterldnge wird die
energiegewichtete Ldnge leg verwendlet.
Wie wegen der genauen Ergeinisse der Streuinduktivitdtsberechnung zu vermuten ist, kbn-
nen die Normalkrafte mit der Randelementmethode sehr gut bestimmt werden. In beiden
Fall1en sind es die (Ldngs-) Streufelder, die dlas Ergebais im Wesentlicien. beeinflussen. In
der Tabelle 4.4 sind die mit der Energiemnethode gewonnenen Krdfte dlargesteilt.

Modell EN

1 34,31 kN
2 34,34 kN
3 34,32 kN
4 34,31 kN
5 34,36 kN

Tabeile 4.4. Berechnete Normalkr5.fte EN des 11-k-/1O0kV-Transformators.

Da bei den Modellen 1 bis 5 die berechneten Normalkrdfte weitestgehend konstant sind, ist

auf die umfangreiche Berechnung der beiden feinsten Modelle 6 und 7 verzicitet worden.
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Gegenilber dem in Gleichung (4.23) bestimrnten Vergleichswert liegen die bier ermittelten
Krdfte urn 1,9 % niedriger. Angesichts der Tatsache, dass die Geometrie des untersuch-
ten Transformators etwas von der in Abbildung 4.2 dlargesteliten abweicht - z.B. ist die
Oberspannungswicklung urn 1,5 % kiirzer als die Unterspannurigswicklung - stimmen die
Resultate erstaunlich gut tiberein. Bemerkenswert ist vor allem, dlass schon mit dem ein-
fachsten Modell das Endergebnis bestimnt; werden kann.
Anders ist die Situation bei der Berechnung der Schubkrdfte auf die in y-Richtung, nicht
ganz symmetrisch angeordneten Wicklungen. Wie die Krdfte aus der Tabelle 4.5 zeigen,
liegt hier keine Konvergenz vor und der Referenzwert von FS = 638 N aus Gleichung (4.25)
wird auch nur ungefiihr erreicht. Beim feinsten Modell betrdgt die Abweichung 26,8 %. Dass
beim Modell 6 der Referenzwert fast genau getroffen worden ist, muss deshaib als Zufall
angesehen werden.

Modell Fs
1 43 N
2 72 N
3 59 N
4 1004 N
5 958 N
6 630 N
7 809 N

Tabelle 4.5: Berechnete Schubkrdfte Fs des 11-kV-/1-kV-Transfbrmators.

Auffdllig Sind die extremn geringen Kriifte. die fir die Modelle 1 bis 3 berechnet worden Sind.
In diesen Nachbildungen werden vergleichsweise grolle Leiter verwendet; die Schubkrdfte
verursachendlen Querfelder Sind an den Wicklungsenden nur sehr unzureichend nachgebildet.
Bei feineren Modellierungen werden diese Querfelder schon deutlich besser, aber immer
noch nicht genau erfasst. Eine Ursache daftir kdnnte eine nicht so ausgeprdgte Filirung
der Felder durch den Eisenkern sein. Vor allem der Bereich der gekniimmten Felder an den
Wicklungsendlen kann sich aul~erhalb der Kernebene von den Verhditnissen innerhaib der
Modellebene unterscheiden. Eine zweidimensionale Modellierung wiire in diesem Fall wie bei
dem schon untersuchten Doppeistock-Transformator nicht ausreichend.
Als weitere Fehlerquelle darf man dariberhinaus die Nummerik nicht auf~er Acht lassen. Bei
der Kraftberechnung mit der Energiemethode werden Differeozen von StreuinduktivitAten
gebildet. Da die Streuinduktivitdten selber schon als Differenz grol~er Zahien angesehen
werden mfissen, ist es fraglich, wieviele Stellen bei der Differenz zweier fast identischer
Streuindluktivitkten noch verwendet werden diirfen. Bei der Berechnung der Normalkrdfte
FN hat sich zumnindest eine Genauigkeit von 100 N herausgestelit. Dieser Wert kdnte auch
hier die Genauigkeitsgrenze markieren.

4.3.3 Einfluss der Wahl der Verschiebung auf die berechneten Krgfte

Als wesentlicher Parameter beeinflusst die Grdie der Verschiehung die Ergebnisse der Kraft-
berechnung mit der Energiemethode. Dabei Sind zwei Asp ekte zu beachten, die sich beztiglich
ihrer Optimierung widersprechen. Zum einen solite die Verschiebung so klein xvie mbglich
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sein, weil die Kraft aus einem Differenzenquotienten bestimmt; wird, der eine echte Differen-
tiation approximieren soil. Dieses gelingt bei m6glichst klinen Schrittweiten im Ailgemeinen
am besten.
Andererseits verursacht eine zu kline Verschiebung m6glicherweise nur eine zu kleine Ver-
dnderung in den betrachteten Induktivitdten, so dass das Ergebnis oummerisch nicht mehr
zuver1dssig ist. Urn diese Effekte gegeneinander abwdgen zu kiinnen, sind bei verschiedenen
Verschiebungen die Schubkrdfte auf die Wicklungen verglichen worden. Die Krafte an sich
sind zwar - wie im Abschnitt 4.3.2 dargelegt - nicht genan; jedoch kann ilir Konvergenzver-
halten untersuclit werden. In der Tabelle 4.6 sind die berechneten Krtifte f~r drei Modelle
bei vier verschiedenen Verschiebungen aufgefiihrt.

Modell Verschiebung Verschiebung Verschiebung Verschiebung
Ax =±001 m Ax = ±O,01 m Ax = ±O,02 m Ax = ±O,03 m

1 43 N 42 N 41 N 37 N
2 72 N 73 N 71iN 68 N
3 59 N 61 N 59 N 56 N

Tabelle 4.6: Konvergenz der mit der Energiemethode bestimmaten Krdfte bei unterschiedlichen Verschiebun-
gen.

Eindeutig zu erkennen ist die Abnahme der berechneten Kraft bei zu groBen Verschiebungen.
Dieser Effekt tritt auf, wenn die Ableitung der magnetischen Energie nach der Verschiebung
bei grd~eren Verschiebungen geringer wird. Es wird dann mit dem Differeozenquotienten der
Mitteiwert Uber einen zu gro~en Bereich gebildet. Andererseits zeigen die nur geringfiigigen
Xnderungen in den berechneten Krd.ften bei Verschiebungen zwischen Ax =±0, 001 m und
Ax =±0, 02 m, dass die Wahl der Verschiebung das Ergebnis nur relativ gering beeinflusst.
Weiterhin wird deutlich, dlass die mit einer Verschiebung von Ax = ±O, 001 m berechneten
Krdfte bei einer zehofach grdleren Verschiebung Ax =±0, 01 m fast identisch reproduziert
werden. Daraus lbsst sich schliel~en, dlass die nummerischen Ungenauigkeiten in diesem Fall
noch nicht relevant sind, denn soost hdtten sich die Ergebnisse stdrker unterscheiden miissen.
Festzuhalten bleibt als Ergebnis, dlass die GrdlBe der Verschiebung in gewissen Grenzen
beliebig gewd.hlt werden kano. In der Praxis haben sich dabei Verschiebungen von Ax
±0, 001 m bis Ax = ±0, 01 m als brauchbar erwiesen.

Nachdem mit der Kraftberechnung als Anwendung die Streuinduktivitdtsberechnung an
Leistungstransformatoren abgeschlossen ist, sollen durch eine Verkniipfung von Feld- und
Netzberechnung kapazitive lKopplungen beriicksichtigt werden, urn abschlie~end die Fre-
quenzgdnge von Transformatoren sowie die bei huiheren Frequenzen auftretenden Bigenfor-
men in den Wicklungsstrdmen zu berechnen.
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5 Ermittlung der Frequenzgdinge und Eigenformen von
Leistungstransformatoren

Bislang sind in dieser Arbeit allein die induktiven Kopplungen zwischen Leitern eines zwei-
dimensionalen Modells betrachtet worden. Darauf basierend konnten Streu- und Nullinduk-
tivitiiten, Kurzschlussverluste nd Wicklungskrafte von Leistungstransforrnatoren numme-
risch bestimmt werden. An dieser Stelle soil nun das Modell urn kapazitive Kopplungen
erweitert werden. Die eigentliche Feldberechnung bleibt dabei in ihrer bisherigen Form er-
halten. Allerdings bilden die so berechneten induktiven Spannungsabf~11e entlang der Win-
dungen jetzt die Grundlage ffur eine Netzberechnung, in der zusdtzlich Kapazitaten zwischen
den Windungen zu berficksichtigen sind.
Dabei werden die Kapazitdten der Wicklungen als gegebene GrMBen angenommen, die z.B.
aus einer elektrostatischen Feldberechnung stammen k6nnen oder als Messwerte~vorliegen.
Ein Verteilungsalgorithmus ordnet jeder Windung einen entsprechenden Anteil der Kapa-
zitaten zu. Diese Vorgehensweise ist dadurch gerechtfertigt, dlass an real existierendlen Trans-
formatoren zwar summarische KapazitAtsmessungen zwischen zwei Wicklungen oder einer
Wicklung und der Erde durchfiihrbar sind, jedoch die kapazitiven Kopplungen zwischen den
einzelnen Windungen zweier Wicklungen oicht bekannt sind.
Nimmt man realistische Kapazit5,ten zu den mit der Randelementmethode berechneten in-
duktiven Kopplungen hinzu, so erhdlt man ein System von induktiv nd kapazitiv gekop-
pelten Leitern. Aus der Liisung des zugeh~rigen Gleichungssystems k6nnen z.B. die lokale
Stromverteilung innerhaib einer Wicklung oder bei Variation der Frequenz der Frequenz-
gang eines Leistungstransformators berechnet werden. Dabei kann man mit der Berechnung
in Frequenzbereiche vordringen, die messtechnisch bisher nur dul~erst schwierig zu erfassen
gewesen sind. Gb dlas verwendlete Modell dann jedoch noch ausreichend genau ffir konkrete
Aussagen ist, bleibt bis zur Verifizierung durch Messwerte offen. Es ist jedloch zu vermuten,
dlass die Rechnungen zumindest Tendeozen ftir das tatsachliche Verhalten von Leistungs-
transformatoren bei hohen Frequenzen aufzeigen. Dabei ist auch zu beachten, dlass aufgrund
des hohen Rechenaufwandes die Untersuchung auf einphasige Modelle beschrdnkt bleibt.
Zundchst soil durch die Verkniipfung einer Netzberechnung mit der bisher verwendeten zwei-
dlimensionalen Feldberechnung das Gleichungssystem (2.88) erweitert werden. Dazu miissen
die Windungen durch Knotenpunkte miteinander verbunden werden.

5.1 Verkniipfung von Feldberechnung und Netzberechnung

Es ist dlas Ziel dieses Abschnitts, die bestimmten Induktivitdten mit realistischen Kapa-
zitaten zu koppeln, urn. so emn vollstdndiges Abbild der elektrischen Str6me in Leistungs-
transformatoren zu erhalten. Hierbei ist vor allem. das Verhalten bei h~heren Frequenzen
interessant, denn bei einer Netzfrequenz von f = 50 Hz spielen die Kapazitdten infolge ihrer
hohen Irnpedanz keine Rolle.
Ausgegangen wird von einem ebenen Transformatormodell mit n nachgebildeten Leitern,
von denen einer den Eisenkern darstellt. {Yblicherweise ist die Anzahl der Tore des auf-
zustellenden Netzwerks identisch mit der Anzahl der Wicklungen und werde bier mitt
gekennzeichnet. Eine Sonderrolle nimrnt an dieser Stelle der Eisenkern emn, der kein Tor im
eigentlichen Sinne darstelit, aber audi nicht mit dern Rest des Netzwerks verbunden ist. Es
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3

Buld 5.1: Einfaches Beispiel f~r die Verkniipfung von Feld- und Netzberechnung. 1,1': Primarwicklung, 2,2':
Sekund5.rwicklung, 3: Eisenkerri.

muss our sichergesteilt sein, dass kein Strom durch den Eisenkern in Richtung der z-Achse
fliellen kann. Urn die ebenen Leiter mit Kapazitdten zu verbinden. miissen Knotenpunkte de-
finiert sein. Ihre Zahi m ist abhangig von der Verschaltung der Windungen in den einzelnen
Wicidungen. Schiefihich bezeichne k die Anzahl der im Systenm vorhandenen Kapazitd.ten.
Fiir einen einphasigen Zweiwicklungstransformator ist die Verschatung in der Abbildung
5.1 schematisch dargesteilt. Das ejofache Modell enth5.lt ffir Ober- und Unterspannung je
our eine Windlung, die Leiterzahl betrdgt damit n = 5. Beide zu einer Windung gehbrenden
Leiter sind auf der cinen Seite verbunden, wtihrend sich am anderen Ende die Torknoten
befinden. Bei t =2 Toren ergeben sich insgesamt m = 8 Knoten. In dlas Netzwerk sind
je zwei Erd- und Windungskapazitiien sowie eine KoppelkapazitUit zusiitzlich zu den aus
der Feldberechnung stammenden Induktivitiiten und ohmschen Widerstiden. eingetragen;
somit folgt k = 5. In diesemn Modell bleibt der Eisenkern ohne galvanische Kopplung zu
den Leitern, urn seine Stromlosigkeit zu gewiihrleisten. Deshaib mfissen die Erdkapazitdten
zwischen Wicklungen und Schenkel oder Joch zu ejoem zus5.tzlichen Erdlknoten gefiihrt
werden.
Es stelit sich nun die Aufgabe, die durch die Verkniipfung mit einer Netzberechnung zusd.rz-
lich entstandenen physikalischen Grbllen in dlas lineare Gleichungssystem der Feidberech-
nung (2.88) zu integrieren.

5.1.1 Erweiterung des Gleichungssystems der Feldberechnung

Bei einer Netzberechnung ergeben sich alle Stri~me und Spannungen innerhaib des Netzwerks
aus den eingepriigten Grbllen an den Toren. Dazu mOssen die Impedlanzen aller Netzwer-
kelemente bekanot sein. Hier stammen die Induktivitiiten und ohmschen Widerstdnde aus
einer Feldherecbnung, wSihrend die Kapazitiiten vorgegeben werden. Zundchst sollen jedoch
alle in diesem Transformatormo dell auftretenden Netzwerkgrbilen angegeben werden.

Wie schon bei der Feidherechnung sind die Strbme in den is modellierten Leirern zu be-
trachten. Sie bilden den Vektor

Al =(!, L2 ... I L) -(5.1)

Im Gegensatz zur Feidherechnung sind die Leiterstrdme in der Netzberechnung Unbekannte.
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5 Ermittlung der Frequenzgb.nge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

Weiterhin sind die Str6me durch die k Kapazit~ten zu berechnen, die den Vektor

[LC] = (ICul !, 21 ... ,IiC,k) (5.2)

bilden. Zusatzlich ben6tigt man die Potentiale an jedem der m Knoten

An den t Toren sind die Strbme durch

sowie die Spannungen durch

gegeben. Bei Kenntnis aller Vektoren (5.1) bis (5.5) ist das Netzproblem vollstd.ndig gel6st.
Als eingeprdgte Grdfen sollen fUr jedes Tor ein Strom oder eine Spannung bekannt sein. Im
Folgenden steilt sich die Aufgabe, die Vektoren (5.1) bis (5.5) durch Aufstellen der Maschen-
und Knotengleichungen miteinander zu verkniipfen. Dabei werden alle Gleichungen in Ma-
trixform angegeben, weil sie sich so am Besten in das Lbsungsverfahren des Feldproblems
integrieren. lassen.

Zuerst sollen die m Knotengleichungen aufgestellt werden. Dazu werden alle Leiter-, Tor-
oder kapazitiven Stri~me, die in einen Knoten hineinflieBen, positiv, alle herausflie~enden
negativ gez5.hlt. Dieses kann man mit drei Inzidenzmatrizen als Matrixgleichung formulieren.
Es steilt

(QL{ 1, wenn der Leiterstrom LL, in den Knoten t hineinflieit
[QL~~i~~v~in = -1, wenn der Leiterstrom LL,, aus dem Knoten t. herausflie~t

0,sonst
(5.6)

die Verschaltung der Leiter,I 1, weon der kapazitive Strom IL,, in den Knotent
hineinfiief~t

[QC~tl~m;= - -1, wenn der kapazitive Strom lG,, aus dem. Knoten 6 (5.7)
herausfliel~t

0, sonst

die der Kapazitaten und

f 1, wenn der Torstrom LT,. in den Knoten. i enli
[QT]~l~~v~it -1, wenn der Torstrom LT,. aus dem Knoten b herausflieBt

0, sonst
(5.8)
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5.1 Verkniipfung von Feidherechnung und Netzberechnung

die Anordnung der Tore dar. Dabei weist die Matrix [QL] die Dimension m x n, [Q0] die
Dimension m x k und [QT] die Dimension m x t auf. Anhand der Matrix [QL] wird der
prinzipielle Aufbau der Inzidenzmatrizen ndher erldutert. Diese Matrix wird von rechts
mit dem Vektor der Leiterstrdme ILL] multipliziert, so dass jede Spalte einem Leiterstrom
zugeordnet ist. Eine Zeile entspricht dann einem Knoten. In jeder Spalte muss nun das
Element mit Emns belegt werden, das dem Knoten zugeordnet ist, in den der entsprechende
Leiterstrom hineinflie~t. Weiterhin gibt es in jeder Spalte emn Element mit dem Wert -1, das
zu dem Knoten mit demn herausflie~enden Strom gehdrt. Alle anderen Elemente einer Spalte
sind Null. Insgesamt ergeben sich damnit die Knotengleichungen in Matrixform zu

[QL] ' I[L +- QC] [LC] + [QT ]' , [I] = [01. (5.9)

Aus den Spannungsabfdlleri ilber den Netzwerkelementen ergeben sich die Maschengleichun-
gen. Fiir jeden Leiter v mit 1 < z/ < n ist der Span nungsabfal IiOber den Leiter durch

1, -.wE = -O,- 0', (5.10)

mit der Potentialdifferenz an seinen Enden verknijpft. In dieser Beziehung stellt 1, die Lei-
terhinge, w die Kreisfrequenz und K. die auf die Ldnge bezogenen Leiterkonstanten dar.
Letztere gibt gemal3 Gleichung (2.105) den Spannungsabfall entlang des Leiters an und wird
zundchst als bekannt vorausgesetzt. Das Potential am Anfang und am Ende des Leiters
wird mit 0. und 0"bezeichnet. Eine Formulierung in Matrixschreibweise bendtigt wieder-
um zwei Inzidenzmatrizen.
Fdr die linke Seite der Gleichung (5. 10) wird die Matrix ILK] der Dimension n xn verwendet.
Damit sich bel Multiplikation mit dem Velktor [K] von rechts 1. wK, ergibt. muss die Matrix
gemui0

besetzt sein. Mit der ni x rn-Matrix [V] kaun man die Zuordnung zwischen Leitern und
Knotenpunkten herstellen. Das Schema der Belegung

-1, wemder Knoten v am Anfang des Leiters tliegt
[LO]-i,n;-i,m = 1 ,wenn der Knoten v am Ende des Loiters tliegt (5.12)

0 onst

ist dabei ahnlich wie bei der Matrix [QL]. Durch diese beiden Matrizen gelingt es, Gleichung
(5.10) in der Matrixform

[VK] . [K] + [L11 - [0] = 0 (5.13)

darzustellen. Analog zu den Spannungsabfiillen entlang der Leiter werden die Kapazithten
behandelt. Fiir eine Kapaziti.t C, mit I < v < k ergibt sich die Beziehung

jw - -w =O2 - Oi (5.14)
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5 Ermittlung der Frequenzgiinge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

Mit 0und 0 sind hier wiederum die Potentiale der Knoten bezeichnet, zwischen denen
die Kapazitd.t liegt. Die k x k-Diagonalmatrix [Cc] entspricht in Funktion und Aufbau mit

[!2C]'=1,k;v-l,k c 1 ' (5.15)

der Matrix [LK], wdhrend die kc x rn-Matrix [CO] mit [LO] iibereinstimmt. Dementsprechend
muss sie die Form { 1, wenn der Knoten v am Anfang der Kapazitdct t. liegt

[C~k,,~~~ 1, wenn der Knoten v am Ende der Kapazitdt t. liegt
0,sonst

(5.16)

annebmen. Zusammengefasst werden die Beziehungen (5.15) dann durch

Mit den Maschen- und Knotengleichungen sind die Abhdngigkeiten der Str~ime und Span-
nungen im Netzwerk festgelegt. Zur vollstandigen Beschreibung des Netzproblems milssen
noch die Torgr6len betrachtet werden. Vorausgesetzt worden ist, dass an jedem Tor entweder
der Torstrom oder die Torspannung eingeprdgt und damit bekannt sind. Diese eingeprdgten
Gri~len sollen im Vektor [1TI dem Gleichungssysten iibergeben werden. Abhdngig davon, ob
Strom oder Spannung am Tor bmit 1 < b t eingeprdgt sind, gilt

[T]1,L T, (5.18)

oder

(5.19)

Wiederum ist mit das Potential am Eingangsknoten und t2das Potential am Aus-
gangsknoten des Tores tbezeichnet. Da sowohi Strom- als auch Spannungseinprdgungen
zugelassen sind, kann der Vektor [7T1 durchaus gemischte Grd~en enthalten.
Auch an dieser Stelle finden zwei Iozidenzmatrizen Verwendung, die den Vektor [1:I mit den
Torstrdmen IT] und den Knotenpotentialen [ ] verkniipfen. Beide Matrizen weisen t Zeilen
auf - fUr jedes Tor eine. Die Matrix [TT] besteht aus t Spalten und kennzeichnet die Tore,
an denen Str~me eingeprdgt sind. Daher ist sie gemdl3

[TnT] J,,,5, wenn in Tor bein Strom eingepriigt ist (5.20)~JL1t;L=1, 1~0, wenn in Tor L eine Spannung eingepr5.gt, ist

anfgebaut. Diese Struktur bewirkt immer dann eine Emns auf der Diagonalen, wenn das
zugehbrige Tor eine Stromeinpragung aufweist. Den m Knotenpunkten entspricht die Anzahl
der Spalten in der Matrix [TO]. Wie auch flir die Matrizen [LO] und [CO) giltI1, wenn der Knoten v der Eingangsknoten des Tores t.

-~und in das Tor t eine Spannung eingepriigt ist
[T ]-1~v, wenn der Knoten v der Ausgangsknoten des Tores b. (5.21)

0'und in das Tor t. eine Spannung eingeprdcgt ist
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wobei jedloch fur Zeilen mit einer Spannungseinprdgung im entsprechenden Tor belegt sind.
Durch

I [T T ] - [LT]l + [T'] -[1= [TI (5.22)

werden die eingepriigten Torgr~l3en mit den weiteren Netzgrdlen verkniipft. Mit der Bezie-
hung (5.22) ist dlas Netzproblem vollstdndig. Jedoch werden bislang nur Potentialdifferenzen
betrachtet. In jedlem Netz ist aber mindlestens emn Potential frei wd.hlbar, z.B. wird das Erd-
potential meist auf Null festgelegt. In diesem Fall kann

[El A ' - - 0)(5.23)

gewdhlt werden. Durcli eine Matrixgleichung

[Q01] 10 = [P[. (5.24)

werden die gewiihlten freien Potentiale den entsprechenden Knoten zugewiesen. Daffir wird
eine m x rn-Matrix [Q~j ben6tigt, die auf der Diagonalen gemal3

J,,wenn dlas Potential des Knotenpunktest
[Q-Pt=Imv' =n I frei wiihlbar ist (5.25)

0, sonst

eine Eins enthijit, wenn der entsprechende Knotenpunkt emn Potential zugewiesen bekommen
soil. Dann wird aus Gleichung (5.24)

0' [PJI, (5.26)

Alle anderen Zeilen aus (5.24) ergeben nur 0 = 0.
Mit den Unbekannten IL], [LI' IT] und [ j sind in der Netzberechnung n + k + t +m
GriiIen zu bestimmen. Dem stehen aus Gleichung (5.13) ni, aus Gleichung (5.17) k, aus
Gleichung (5.22) t sowie aus der Gleichung (5.9) m zusdtzliche Beziehungen gegentiber, in
der Summe also wiederum n + k + t + m. Hinzukommt noch eine geringe Anzahl - meist nur
eine Gleichung - aus der Beziehung (5.24). Da diese Matrixbeziehung im Aligemeinen viel
mehr Zeilen als Gleichungen enthiilt, bietet es sich an, die Matrizen (5.9) und (5.24) durch
Addition zu einer Gleichung

[QL] ' ILL] + [QC] [LC] + [QT] [IVT] + [QO] ' H = [P] (5.27)

zusammenzufassen.
Mit Hilfe der bisher beschriebenen Gleichungen ist es m6glich, dass Netzproblem vollstaindig
zu li6sen, wenn - wie oben adgenommen - die Spannungsabfdlle entlang der Leiter [K] be-
kannt sind. Da diese jedloch aus einer Feidberechnung stamnmen, die wiederum die Leiter-
strdme beni~tigt, kiinnen Netz- und Feldproblem nicht vollstdndig entkoppelt werden. Man
kann jedloch auf einfache Weise emn gemneinsames Gleichungssystem aufstellen, indem man
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5 Ermittlung der Frequenzgdnge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

im Gleichungssystemn (2.88) den Vektor der Leiterstr~me ILL] zu einer Unbekannten macht.
Dazu betrachtet man die letzte Zeile des Gleichungssystems (2.88)

[ALI .[4] -[I.(5.28)

Gemgl3 Gleichung (2.98) besteht der Matrixblock [Aol] jedoch nor aus Diagonalelementen
AO -I mit 1 < v < n. Mit der Diagonalmatrix [po], die nur die magnetische Feldkonstante

100 auf der Diagonalen enthait, kann man dann fUr die Gleichung (5.28) auch

[AL] . [aA] + [,]l. [LL] = [0] (5.29)

schreiben. So gelangen die unbekannten Leiterstrdme aus der Inhomogenitht des Gleichungs-
systems (2.88) in den L~sungsvektor. Fasst man alle Gleichungen zusammen, so ergibt sich
das erweiterte lineare Gleichungssystemn

[JaGL] -[1GL] [0S] [0] [0] [0] [0] [A[0]( [8~L] - [IGL] [0L] [0] [0] [0] [0] [aA] 0
[0] (A0] EL0] [0]l [0] [0] [0] _ I 101 0] [0] [01] [0] [01] [0] [CO IL [0 (530
10] [AL] [0] [10o [0] [0] [C[0] 1c5.30)
1 0] [0] [0] [0] [0] [TT] [TI] ) TI IZ)
10] [0] [0] [KL] [KG] [K T] [K~l [ A If

das die ebene Feldberechnung mit einer Netzberechnung kombiniert. Als freie Parameter
sind dabei nur die eingeprggten TorgrMen im Vektor [!T] zu betrachten. Die unabh Lngigen
Potentiale im Vektor [] haben keinen Ejofluss auf das Ergebnis und k~nnen mit Null belegt
werden.
FHr das Folgende ist von Bedeutung, dass bei der L6sung des Gleichungssystems (5.30) mit
dem GauB-Algorithmus das ohmsche Gesetz fiir die Leiter entsteht. Im dritten Bearbei-
tungsschritt nimmt das Gleichungssystem zwischenzeitlich die Gestalt

H0 [H H* [0] [0] [0] [0] [A4] (0]
[0] [0] ]Y] [0e] [0] [0] [0] [aK] [0]
[0] [0] [Lh] [0]I [0] [0] [01] IKI]I [0] 5.1
[0 [0] [L] [] [0] [0] [0] [0] [LL] [0] (.1
10] [0] [0] [0] [C] [0] [Cl'] II [I]I 0]
[0] [0] [0] [0] [0] [TT] [V~] IT] [TI1
[0] [0] [0] [K'] [K'] [K T] [K"] [J~

an. Dann kann die dritte Zeile

MY ' [K + [AI' ] =~ 0 (5.32)

auch als

[K] r =10 [Y -' ~ VI] (5.33)
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geschrieben werden, da [Y] immer invertierbar ist, wie die Praxis zeigt. Wdre das nicht der
Fall, brd.che der Gaul3-Algorithmus an dieser Stelle ab. So steilt die Beziehung (5.33) den Zu-
sammenhang zwischen den Spannungsabfdillen entlang der Leiter [K] und den Leiterstrbmen
[IL in einer Impedanzform dar.
An dieser Stelle soil darauf hingewiesen werden, dass die eben beseliriebene Netzberech-
flung zu gr~ieren Gleichungssystemen als die Feldberechnung fiibrt. Dabei muss zusdtzlich
noch auf eine vorhandene Symmetrie verzichtet werden, weil die daffir ndtige symmetrische
Stromeinprkigung bedingt durch die Kapazitdten im Aligemneinen nicht mehr gegeben ist.
Emn System aus 10000 Leitern, die aus je 4 Randelementen bestehen, erzeugt so ftir [A] und
[OA] je 40000 und ffir [K] und [ILl je 10000 Unbekannte. Die Anzahl der Tore ist bei einem
dreiphasigen Zweiwicklungstransformator 6 und damit vernachldssigbar gering. Jedoch diirf-
te die Zahi der Kapazitdten und der Knotenpunkte etwa der Zahi der Leiter entsprechen.
Mit rund 120000 Gleichungen ist dlas Gleichungssystem (5.30) damit deutlich grdler als dnas
der entsprechenden Feidberechnung.

Fiir die Berechriung von requenzgiingen steilt diese grofle Anzahl an Gleichungen ein Pro-
blem dar, da hierflir Ojblicherweise selir viele Gleichungssysteme fiir verschiedene Frequenzen
gelbst werden mfissen. Urn den Rechenaufwvand in Grenzen zu halten, wird im Folgenden
beschrieben, wie man durch Interpolation der Impedanzmatrix der Leiter dnas Problem der
grollen Gleicliungssysteme umgehen kann.

5.2 Ersetzung der Feidherechnung durch interpolierte Daten

Im vorangegangenen Abschnitt ist die Grblle der Gleichungssysteme abgeschdtzt worden,
die sich bei der Verkniipfung von Feld- und Netzberechnung ergeben. Diese Gleichungs-
systeme sind so groll, dass man sie derzeit nicht in der Vielzahl Ibsen kann, wie man fdr
einen Frequenzgang bendtigt. Wenn man die Feldberechnung als gegeben betrachten kann,
reduziert sich die Anahi der Gleichungen auf ungefdhr 1, und die Rechenzeit, die etwa ku-
bisch mit der Gleichungszahl verkniipft ist, betrdgt nur noch etwa 4 % des Ausgangswertes.
Hinzukomrnt noch emn weiterer Zeitvorteil, weil die Netzberechnung verhdltnismd~lig viele
Nuilbi~cke enthdlt.
Bin vollstdndiger Verzicht auf die Feldberechnung ist angesiclits der ausgeprd.gten Frequenz-
abhiingigkeit der induktiven Kopplungen nicht mbglich, vergleiche dazu audi die Abbildun-
gen 3.3 und 3.5. Jedoch gestattet der glatte Verlauf der Frequenzgdnge L(W) und R(W), nur
einige St~tzstellen zu berechnen und die fehiendlen Werte durch eine Spline-Interpolation zu
bestimmen. Daher wird die Matrix [E] aus Gleichung (5.33), die alle induktiven Kopplungen
enthdilt, fir jede der ausgewdhlten Sttitzstellen gespeichert; anschlieflend werden Real- und
Imagintirteil einzeln fiir jedes Matrixelement durch elnen kubischen Spline nach [22] interpo-
liert. F~r die Berechnung der Spline-Funktion speichert man die benbtigten Koeffizienten.
Sollen Frequerizgdnge berechnet werden, kdnnen aus den gespeicherten Koeffizienten die fiir
die Lbsung der Gleichungssystems (5.30) benbtigten Werte ffir jede Frequenz beliebig- oft
interpoliert werden. Die Details der Interpolation werden im folgenden Abschnitt eributert.

5.2.1 Kubische Spline-Interpolation

Aufgrund der glatten Verigufe der zu interpolierenden Funktionen, wie sie z.B. an den Ab-
bildungen 3.3 und 3.5 zu erkennen sind, kbnnen sowohl quadratische als auch kubische

108



5 Ermittlung der Frequenzg5.nge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

Spline-Interpolationen angewendet werden. Insgesamt haben sich jedioch bei einer kubi-
schen Interpolation die zuverl5.ssigsten Reproduktionen der Ausgangskurven ergeben; wei-
tere Ausfiihrungen sind [23] Zn entnehmen. Auf einige Modifikationen wird im Folgenden
eingegangen.

Gegeben sind f-dr die Interpolation n > 2 Kreisfrequenzen. w, < ... < w. mit den zugeh6rigen
Funktionswerten f(wk) = Yk ftir 1 < k < n. Da die Frequenzgdnge nur in logarithmischer
Darstellung mit dquidistanten Stfitzstellen versehen werden k6nnen, werden kubische Poly-
nome in log w der Form

Sk (10gw) = Ak+Bk.(1ogw - logwk)+Ck.(logW - logwk )2 +Dk.(logw - logwk)3 (5.34)

gesuclit. Dabei soil einerseits

Sk (log Wk) =Yk (5.35)

gelten, andererseits sollen sich die Splines zweimal stetig differenzierbar aneinanderfigen.
Aus diesen Bedingungen ergibt sich zumn cinen direkt

Ak Yk, (5.36)

zumn anderen das Gleichungssystem

(logk - log Wk-1) ,C- + 2.- (log Wk+l - log Wk) -Ck + (log Wk±1 - logwk) -Ck+1

log Wk+1 - log WI logWk - gk-

fUr 2 < k < n - 1. Zur vollstdndigen Bestimmung der n Koeffizienten Ck reichen die n - 2
Gleichungen (5.37) jedoch niclit aus. Die beiden fehlenden Gleichungen erhlt man, indem
man die zweiten Ableitungen der Splines an der ersten und der letzten Stiitzstelle vorgibt,
an denen ja keine zwei Splines SI. zusammengefiigt werdien. Als Kriimmung am Anfang und
am Ende bietet es sich an, jene zn wSdhlen, die von einer Parabel durch die ersten bzw.
letzten drei Punkte festgelegt wird.

Nach der Lisung des Gleichunigssystems (5.37) mftissen our die berechneten Koeffizienten
Ak und Ck gespeichert werden, weil die noch fehienden. Koefizienten Bk, nd Dk sich gemal3

Bk = Ak+1 - Ak _log Wk+l - logW W. (2 -Ck + Ck+1) (5.38)
lOgWI.~1 - lOgWk 3

D1, = 3*(oCk+1 - loCk) (5.39)

berechnen lassen. Dieses braucht jedoch erst bei der Auswertung der Interpolation zu ge-
schehen. In den Abbildungen 5.2 nd 5.3 sind die schon aus den Abbildungen 3.3 und 3.5
bekanoten Frequenzgdnge der Selbstinduktivitd.t und des ohmschen Widerstandes der Ober-
spannungswicklung des Transformators aus Abbilduog 3.4 noch elomal dargesteilt. Erga nzt
worden sind die Abbildungen durch die mit kubischen Splines interpolierten Verldufe.
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Bild 5.2: Vergleich zwischen der dirckt berechneten Selbstinduktivittbt der Oberspannungsvicklung des
Tr-ansformators aus Abbildung 3.4 und interpoliertcn Daten.
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Bild 5.3: Vergleich zwischen dem direkt berechneten ohmschen Widerstand der Oberspannungswicklung des
TRansformators aus Abbildung 3.4 und interpolierten Daten.
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Als Grundlage flar die Interpolation sind in logarithmischer Darstellung dquidistante Sttitz-
stellen verwendet worden, die sich jeweils urn den Faktor fiinf in der Frequenz unterschie-
den haben. Diese frequenzen sind als Schnittpunkte zwischen den direkt bestimmten Fre-
quenzgd.ngen und den aus den Splines berechneten zu erkennen. Vergleicht man die interpo-
Hierten Kurven mit den Ausgangsdaten, so fiillt auf, dass die charakteristischen Krfimmun-
gen weitestgehend erhalten bleiben. Bei den berechneten Induktivitdten gibt es erkennbare
Abweichungen nur in dem Frequenzbereich, in dem die Selbstinduktivitdt stark absinkt.
Dagegen oszilliert zwar die Kurve der interpolierten Widerstbnde urn die Ausgangsdaten,
jedoch bleibt die relative Amplitude dieser Schwingungen iiber den gesamten Prequenzbe-
reich klein. Damit ist die Anwendibarkeit der Interpolation durch kubische Spline-Funktionen
gezeigt.'
Es missen f~r jade zu interpolierende Funktion zwei Koeffizienten pro Stiitzstella gesichert
werden. Bei 5000 Laitern enthdlt die quadratische Kopplungsmatrix 50002 = 2, 5. 107 kom-
plexe Elemente. Zu interpolieren sind also 5. 107 Funktionen. Mit den verftigbaren'Rechnern
kann dieses jedloch in relativ kurzer Zeit geschahan. Fiir zehn Sttitzstellen sind pro Funktion
20 Koeffizienten zu speichern, insgasamt also 10'. Da jeder Koeffizient 8 Byte baansprucht,
werden knapp 8 GB Fastplattenspeicher banbtigt. Dieser Platzbedarf kann derzeit dauerhaft
zur Verfilgung gesteilt werden. Man erreicht damit Einsparungan in der Recheazeit, die an-
schlie~end beim Vergleich zwischen Frequenzgdngen mit und ohne Interpolation beschrieben
werden.

5.2.2 Vergleich zwischen Frequenzgdngen mit und ohne Interpolation der in-
duktiven Kopplungen

Als Beispiel wird anhand des Modells 1 des schon im Rabmen der Streuinduktivitfitsbe-
stimmung betrachteten 110-kV-/10-kV-Transformators untersucht, ob Frequanzgdnge mit
intarpolierten Feldbarechnungen bestimmt werden kdnnen. Dna verwendete Modell ist klein
genug, urn einen Frequenzgang tiber 10 Gri~lenordnungen mit fiber 2300 berachneten Punk-
ten auch noch mit einer volistdndigen Feldberechnung durchzuftihren. Emn Auss chnitt aus
diesem Frequenzgang ist in den Abbildungen 5.4 und 5.5 dargastellt. Getrennt nach Betrag
und Phase wird in diasan Abbildungan die oberspannungsseitige Toradmittanz Yu1 fUr eina
direkte und eine Berechnung mit interpoliertan Daten verglichen. Insgesamt sind 1635 Erd-,
Koppel-, Scheiben- und Lagenkapazititen in diesem Modell enthalten. Auf die Details der
Vertailung wird im nachfolgenden Abschnitt ndhar eingegangen.
Deutlich zu erkannen ist, dlass der mit interpolierten Daten barechnete Frequenzgang sich
nur unwesentlich von dem vollstandig aus der Feldberechnung stammenden unterschei-
det. Sowohl bei den Absolutwertan als auch bei der Phase werden die Eigenfrequenzen
fast deckungsgleich getroffen. Nur bei ainigen Resonanzen weichan H16be und Frequenz ga-
ringftigig ab. Jedoch wird der prinzipielle Kurvenverlauf immer von der Rechnung mit in-
terpoliarten Daten wiedergegeben. FUr andere Frequenzbereicbe und die anderen Tor- und
Ubertragungsadmittanzen sowie -impedanzen ergeben sich vargleichbara Ubereinstimmun-
gen.
Wflbrend die Berechnung des komplatten Fraquenzganges einschlia~lich der Feldbarechnung
fiber 1069 CPU-Stunden bani~tigt, sind fUr den Frequenzgang mit interpolierten Daten nur
knapp 407 CPU-Stunden verwandet worden. Dabei ist die Zeit zur Berechnung der Stiitz-
stellen (7 Stunden) und die Interpolation (weniger als 10 Minuten) schon eingeschlossen.
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5.2 Ersetzung der Feidherechnung durch interpolierte Daten

0.010 interpoliert-
direkt --

0.008

T 0.006

0.004

0.002

000100 1000
Frequenzf [kHz]

Bild 5.4: Direkt berechneter Absolutwert der oberspannungsseitigen Toradmittanz im Vergleich mit inter-
poliert berechnetem am Beispiel des Modells 1 des 110-kV-/10-kV-Transformators.
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Buld 5.5: Direkt berechnete Phase der oberspannungsseitigen Toradmittasz ins Vergleich mit interpoliert
berechneter am Beispiel des Modells 1 des 110.kV-/10-kV-'Iansformators.

112



5 Ermittlung der P~requenzgdnge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

Neben demn Vorteil der Zeitersparnis urn rund 60 % ergibt sich noch emn geringerer Speicher-
bedarf. Fffr die Berechnung der Sttitzstellen sowie ffir den kompletten Frequenzgang sind
rund 750 MB Hauptspeicher erforderlich. Bei einer Berechnung des P~requenzganges aus den
interpolierten Daten senkte sich dieser dann aber auf 365 MB ab. Zwar sind etwa 1000 MB
interpolierte Daten auf der Pestplatte daffir notwendig; diese stellen jedloch fiblicherweise
kein Problem dlar.
Insgesamt legen die Uberstimmung der Frequenzgdnge und die enorme Einsparung an Rech-
nerressourcen die Verwendlung von interpolierten Feidberechnungen bei der Bestimmung
von umnfangreichen Frequenzg~ngen nahe. So ist es durch die Interpolation erst mdglich, bei
umnfangreicheren Modellen in Frequenzbereichen fiber 1 MHz mit vielen berechneten Eigen-
frequenzen die Dichte der untersuchten Frequenzen hoch genug zu halten, urn die einzelnen
Eigenfrequenzen aufiuisen zu kflnnen. Einige Beispiele dlaffir werden im folgenden Abschnitt
erikutert.

5.3 Frequenzgdinge von Leistungstransformatoren

In diesem Abschnitt werden die am Beispiel. des 110-kV-/10-kV-Transformators berechneten
Frequenzgiinge diskutiert. Verwendet wird dabei die oben beschriebene Interpolationsmetho-
de, urn den Rechenaufwand in Grenzen zu halten. Erwartet werden fUr die Frequenzg ,nge
zahireiche Eigenfrequenzen, wie emn ejofaches Beispiel. zeigt.
Betracbtet wird dazu eine Spule wie in Abbildung 5.6. Zundchst seien die Selbstindukti-
vitdten L aller Windungen, alle Gegeninduktivitiiten M sowie die Kapazithten C zwischen
den Windungen jeweils identisch. Unter diesen speziellen Voraussetzungen berrscht eine
vollstdndige Symmetrie zwischen den Windlungen, weil durcb alle Knotenpunkte in der Ab-
bildung 5.6 der gleiche Strom flielit. Bei insgesamt n Windlungen mit den induktiven Str~rnen
IL,i mit 1 < i < n fdllt dann ifier jedler Windung die Spannung

ALI = jw - (L - ILJi + M -(IL,i + .. - + L,. - LL,i)) (5.40)

ab. Anstatt nun an dieser Stelle sdrmtliche Maschengleichungen zu einern Gleichungssystemn
zusamrnenzufassen, soil die Symmetrie der Spule ausgenutzt werden. Da alle Windungen
untereinander identisch sind, rniissen alle Windungsstrire ilbereinstimmen, so dass aus
Gleichung (5.40)

A jw - (L + (n - 1) - M) - LL (5.41)

Id C2 ZCn

C IC I

L,M LM L,M

LI !L2 -L

Bild 5.6: Spule mit identischen Selbstinduktivitaten L sowie Gegeninduktivitiszen M ffir alle Windungen.
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5.3 FRequenzgiinge von Leistungstransforrnatoren

folgt. Diese Spannungsdifferenz entspricht dem Spannungsabfafl iffer den Kondensatoren

so dass sich durch Gleichsetzen der Ausdruck

LL 1 C( (1 ) ) (5.43)

mal werden lasst, also bei

W (L +1ni.M (5-44)

Giinzlich anders ist die Situation, wenn die Gleichung (5.40) nicht melir gilt, weil keine iden-
tische Induktivitdten angenommen werden kdnnen. In realen Spulen sind die Induktivitdten
untereinander zwar ahnlich, jedoch aufgrund der unterschiedlichen rdumlichen Lagen der
Windungen nicht mehr gleich. Dann fifhrt jede Windung als eigenstandiger Energiespeicher
zu einer Resonanz. Ftigt man noch eine zweite Spule hinzu, erh6ht sich die Anzahl der
miiglichen Resonanzen um emn Vielfaches; denin es kdnnen nun nicht nur die spuleninternen
Schwingkreise, sondern auch Kopplungen zwischen den Spulen angeregt werden. Schlie3-
lich kommen auch noch Erdkapazitdten hinzu, die als weitere Energiespeicher zusdtzliche
Resonanzkreise mit den Windlungen bilden.
In Transformatoren muss man also mit einer Vielzahl von Eigenfrequenzen rechnen. Bevor
jedoch auf die eigentlichen Frequenzgdnge eingegangen werden soil, muss noch die automa-
tische Verteilung der Kapazittiten zwisclien den Leitern beschrieben werden.

5.3.1 Verteilung der Kapazittiten.

Zusiitzlich zu den erwiihnten Erdkapazittiten und Koppelkapazitiiten treten auch zwischen
den Scheiben oder Lagen der Windungen Kapazirtdten sowie Windungskapazitiiten zwischen
den einzelnen Windungen auf. Letztere sind bei der Modellierung der kapazitiven Kopplun-
gen unberiicksichtigt geblieben, weil ire Anzahl - derzeit noch - zu grogl ist. Betrachtet
man nur die direkt benachbarten Windungen, so kommen f~r jeden Leiter mindestens zwei
Windungskapazitiiten in Frage, so dass allein durch diese mit deutlich iiber 10000 Kapa-
zittiten zu rechnen wtire. Zum Vergleich betriigt die grdflte in dieser Arbeit berticksichtigte
Anzahl an Kapazittiten gut 4000. Da sich die Wind ungskapazittiten aufgrund ihrer geringen
Grdfe erst bei hohen Frequenzen auf den Frequenzgang auswirken, entstehen durch ihre
Vernachlissigung kaum Febler.
Bei der groflen Anzahl der in den Modellen vorhandenen Leiter sowie der daraus resultie-
renden ZahI an Kapazititten ist es notwendig, die Kapazittiten automatisch zu verteilen. Im
Folgenden sollen die dazu verwendeten Algoritlimen beschrieben werden.

Grundstitzlich wird immer das Prinzip der n5ichsten Nachbarn angewendet. Nur zwischen
diesen werden kapazitive Kopplungen beriicksichtigt. Obwohl nattirlich auch Kapazittiten
zwischen den Leitern existieren, zwischen denen auch noch andere Leiter liegen, werden
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5 Ermittlung der Frequenzgdnge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

001111 HUH rn

C14

2 I 04+0/4=0/2

C14

2'
Bild 5.7: Aufteilung einer Kapazitat in Form von fl-Ersatzscbaltbildern.

diese erst bei deutlich hbheren Frequenzen relevant und kdnnen daher vernachl5hssigt werden.
Eine bessere Ndherung ist zur Zeit niclit mdglich, da die Anzahl der zu beriicksichtigenden
Kapazitaten andernfalls zu groil wird.
Alle Kapazit5.ten werden in Form von ll-Ersatzschaltbildern zur Hg1lfte vor und hinter den
Leitern angeordnet. Dabei entfdllt zusdtzlich eine Hd1fte der Kapazitd.t immer auf die Hin-
leiter, w5.hrend die andere zwischen den Rtickleitern wirkt. Schemnatisch ist diese Aufteilung
in der Abbildung 5.7 dargestellt. In diesem Beispiel wird elne Koppelkapazitd.t zwischen ei-
ner Windlung der Oberspannungswicklung und einer Windung der Unterspannungswicklung
betrachtet. Jeweils emn Anteil von C/2 wird dabei den Hin- und Riickleitern zugeordnet. Im
Ersatzschaltbild wird dieser Anteil dann zur Hdlfte, also 0/4, vor und hinter den Leiterin-
duktivitd.ten eingefigt. Zwischen den gemneinsamen Knotenpunkten von Hin- und Riickleiter
ergibt sich damit eine Kapazitat von C/2.
Auf diese Weise werden die Koppelkapazitiiten sowie die Scheiben- und Lagenkapazitdten
gemSdl des Ersatzschaltbildes 5.7 auf einzelne Windungen verteilt. Zu beachten ist dabei,
dass immer nur Kapazitdten zwischen Knotenpnnkte gelegt werden, die auf derselben Seite
des Eisenkerns liegen. Elne Liingskapazitdt, die zwei Knoten vorne und hinten verbindet,
verletzt mit dem durch sie hindurch fiief~enden Strom die Bedingung (2.34), denn diese
besagt, dass die Sumnme der Leiterstrdme durch die Modellebene identisch Null sein muss.
Auch bei den Erdkapazit5,ten wird diese Bedingung eingehalten. Aus diesem Grund werden
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Bild 5.8: Berficksichtigte Erdliapazitdten.

Erdlkapazitiiten in dieser Arbeit nur von Knotenpunkten vor dem Leiter zumn Erdknoten-
punkt geffihrt. Ftir die Knotenpunkte auf der anderen Seite des Eisenkerns ist keine direkte
Verbindung zum Erdknotenpunkt zulbssig. Die konkrete Verteilung der Erdkapazitdten zeigt
die Abbildung 5.8. Beriicksichtigt werden die Erdkapazitdten nur von soichen Leitern, die
eine Wicklung oben und unten sowie zumn Schenkel bin begrenzen. Bei der Oberspannungs-
wicklung entfallen die kapazitiven Kopplungen zu einem Schenkel, weil sich bei dreiphasigen
Transformatoren die Oberspannungswicklung der nkchsten Phase anschlie~t. Die gesamte -
z.B. durch eine Messung bestimmte - Erdkapazitiit einer Wicklung wird gleichmdi~ig auf alle
Windlungen verteilt. Mit dieser Naherung vernachldssigt man die unterschiedlichen Abstdnde
zumn Joch und zumn Schenkel sowie die Kanten1dngen der Leiter in der Unterspannungswick-
lung.
Emn anderes Vorgehen wird bei den Lagen- oder Scheibenkapazitdten gewdhlt. Da ffir diese
keine Messwerte vorliegen, werden die Lagenkapazititten mit der Formel fbr Zylinderkon-
densatoren der Lknge I

c 21rc 1(5.45)

Bild 5.9: Berflcksichtigte Lagen- und Scheibenkapazitaten.
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5 Ermittlung der FrequenzgaLnge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

2CUU U<2C

2CU UU 2C

Bild 5.10: Beriicksichtigte Koppelkapazituiten.

abgesch5.tzt. Die inneren und 5.uf~eren Radien sind dabei durch ri und ra gegeben. Bei
Scheibenwicklungen mit cinem Abstand d kann man von Plattenkondensatoren ausgehen,
fR die

c i ar - r1 (5.46)
d

gilt. So ermittelte Scheiben- und Lagenkapazitiiten werden dann, wie in Abbildung 5.9
verdeutliclit wird, zu gleichen Teilen zwischen den sich jeweils gegeniiberliegenden Leitern
angeordnet. Als Voraussetzung dafiir miissen jedloch alle benachbarten Lagen oder Scheiben
die gleiche Windungszahl aufweisen. Dieses ist bei den bier untersuchten Modellen der Fall,
so dass auf einen komplexeren Verteilungsalgorithmus verzichtet wird.
Bei den Koppelkapazitdten muss jedoch emn anderes Verfaliren verwendet werden, weil die
Anzahl der durch Kapazit5.ten zu verbindenden Leiter in den beiden Wicklungen unter-
schiedlich ist. Zwar kana die gesamte Koppelkapazitat zwischen zwei Wicklungen audi tiber
einen Zylinderkondensator abgeschatzt werden, sofern keine Messungen vorliegen; eine Ver-
teilung zu gleichen Anteilen ist jedoch nur in Ausnahmefallen mdglich. In der Abbildung
5.10 wird emn typisches Beispiel illustriert. Den vier Leitern pro Lage in der Unterspan-
nungswicklung stehen drei Scheiben in der Oberspannungswicklung gegeniiber. Grundlage
ffir die Verteilung der Koppelkapazitd.t ist hier der Ansatz, dass pro Ld.ngeneinheit die Ka-
pazit5.t zwischen den beiden Wicklungen gleich sein soil. Falls die beiden Wicklungen etwa
die gleiche H16he aufweisen, ist diese Naherung plausibel.

Wean die Kapazitdt, pro Langeneinheit konstant verteilt wird, bedeutet das, class von jedem
Leiter der elnen Wicklung die gleiche Kapazit5.t zu Leitern der anderen Wicklung fillrt. Bei
ungleichen Leiterzahlen in beiden Wicklungen kdnnen deshaib niclit immer nur zwei Lei-
ter kapazitiv verbunden werden. Vielmehr werden emse Reihe kleiner Elementarkapazitaten
C wie in der Abbildung 5.10 verteilt. Deren Zahi ist gleich demn kisinsten gemeinsamen
Vielfachen der zu verbindenden Leiter. Diese Elementarkapazitaten werden nun von oben
nach unten zwischen den Leitern angeordnet. Ist der Anteil eines Leiters an der Gesamt-
kapazitht erreicht, geht man zumn ndchsten fiber. So kbnnen Leiter der einen Wicklung
durchaus mit mehreren Leitern der anderen Wicklung kapazitiv verbunden sein. Bei dem
Beispiel in Abbildung 5.10 bewirkt diese Art der Aufteilung, dlass jeder der vier Leiter der
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5.3 Frequenzgdnge von Leistungstransformatoren

innenliegenden Unterspannungswicklung mit jeweils einer Kapazitlit von 3 -C an die Ober-
spannungswicklung gekoppelt ist. Umgekehrt betrdgt die Kapazitdit zwischen den Leitern
der Oberspannungswicklung und der Unterspannungswicklung 4 -C. Insgesamt Sind damit
fiir Hin- und Rtickleiter 240 verteilt worden. Daraus kann man abschliellend die Grblle der
Elementarkapazitait C bestimmen.
Mit dem hier vorgesteilten Verfahren ist es m~glich, die Verteilung von mehreren Tausend
INapazitdten zwischen den Leitern automatisch durchzufiihren. Dabei Sind mehrere Ndhe-
rungen eingeftihrt warden, bei denen immer diskrete Kapazitliten Verwendung finden. Dieses
ist emn systemnatischer Fehier, dena tatsiichlich erstrecken sich die kapazitiven Kopplungen
kontinuierlich fiber die gesamten Windungen. Da das verwendete Model] der Induktivitdten
jedoch diskrete Leiter vorgibt, kano man die Kapazitdten our daran anpassen. Audi kiinnen
die bier beschriebeneo Vorgehensweisen niclit unbedingt auf alle mit der Randelementme-
thode berechenbaren Geometrien veraligeineinert werden. Eine Rechtfertigung findet diese
Methode darin, dass die berechneten Frequenzgdnge yam Erscheinungsbild mit denjenigen
Ubereinstimmen, die von anderen ransformatoren messtechnisch ermittelt warden Sind.

5.3.2 Berechnete Frequenzgiinge des 1 10-kV-/ 1-k-Transformators

Am Beispiel des von der Streuinduktivitdtsberechnung her bekannten I210-k V-./10-kV-Trans-
formators sollen die rechnerisch bestimmten Frequenzgiinge diskutiert werden. Dabei stebt
auch in diesem Abschnitt der Vergleich zwiscben den verschiedenen Modellen im Vorder-
grund. Die in der Tabelle 5.1 angegebenen Recheozeiten zeigen, dlass der Rochenzeitbedarf
bei detaillierteren Modellen stark ansteigt, so dass wieder iiberpriift werden muss, ob man
auch mit grbberen Modellen zu aussagekriiftigen Ergebnissen kommen kann.

Modell Kapazitdten Rechner CPU-Zeit
1 1635 HP-L2000 23711 min
2 2743 HP-V2250 104750 mill
3 4151 HP-N4000 und HP-V2250 255586 min

Tabelle 5.1: Anzahl der berflcksichtigten Kapazitdten urid Rechner-Ressourcen zur Bestimmung der Fre-
quenzglinge.

Berechnet warden sind jeweils die Frequenzgiinge der Modelle 1, 2 und 3 des 110-ky-/10-ky-
Transformators in einem Frequenzbereich von 1 Hz bis 10 GHz. Mit einer logarithmischen
Schrittweite von 1 % Sind 2314 Punkte ausgewertet warden. In den Modellen wird von
den yam Hersteller gemessenen Erdkapazit5.ten van 1,5 nF flir die Oberspannungswicklung
und 5,0 oF flir die Unterspannungswicklung sowie von einer Koppelkapazitat zwischen den
beiden Wicklungen van 3,3 nF ausgegangen. Die Lagen- und Scheib enkapazitAten Sind mit
den Beziehungen (5.45) und (5.46) abgeschiitzt warden. Dabei haben sich Kapazitaten von
8,0 nF zwischen den Lagen der Unterspannungswicklung und etwa 0,5 nE zwischen den
Scheiben der Oberspannungswicklung ergeben. Die Gesamtzahl der so erzeugten diskreten
Kapazitliten ist in der Tabelle 5.1 aufgefiihrt. Zu beachten ist dabei, dass hier nur einphasige
Modelle sawie die Interpalationsmetbode ffir die induktiven Kapplungen verwendet warden
Sind. Dreiphasige Madelle Sind aufgrund ihrer enormen Anzahl an Kapazitaten derzeit nicht
berechenbar, zumnal fdr eineo aussagekrdftigen Frequenzgang eine gewisse Mindestdicbte der
berechneten Punkte vorhanden sein muss. Der Verzicht auf dreiphasige Modelle hat nach
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den Berechnungen und Messungen in [24] nur geringen Einfluss auf die Ergebnisse.

Zunachst soil der Frequenzgang der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y1, unter-
sucht werden. Diese ist im Kurzschlussfall bei eingeprdgter Spannung proportional zurn
Eingangsstrom in der Oberspannungswicklung und damit von besonderem Interesse. Dar-
gesteilt ist der Bereich von 10 kHz bis 600 kHz in logarithmischer Darstellung. In dieses
Frequenzintervall fallen die ersten zehn Eigenfrequenzen, die in der Tabelle 5.2 aufgefiihrt
sind. Als Eigenfrequenzen werden hier die Pole der Eingangsadmittanz Y1, bezeichnet.

Nummer Frequenz
1 22,5 k~z
2 63,2 k~lz
3 111,0 kHz
4 143,9 kHz
5 192,0 kHz
6 253,9 kHz
7 313,0 kHz
8 364,3 kHz
9 441,8 kHz

10 497,9 kHz

Tabelle 5.2: Ermittelte niedrige Eigenfrequenzen der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz 1'11 f~r das
Modell 3 des 1l0-kV-/lO-kV-T~ransfbrmnators.

Den Verlauf der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y1, beziiglich Betrag und Phase
zeigt das Abbildungspaar 5.11 und 5.12. Bei etwa 10 kHz findet der Ubergang vom indukti-
yen zum kapazitiven Verhalten statt. An dieser Stelle weist 1,~ eine Nulistelle auf. Danach
zeigt der Frequenzgang eine Reihe von Eigenfrequenzen, die sowohl an der Amplitude als
auch an der Phase zu erkennen sind. Bei Frequenzen fiber 100 kHz nimmt die Dichte der
Eigenfrequenzen merklich zu. Die Prequenzgiinge in den Abbildungen 5.11 und 5.12 sind mit
dem grdbsten Modell 1 des 110-kV-/10-kV-TRansformators berechnet worden. Auf den nach-
folgenden Seiten zeigen die Abbildungen 5.13 und 5.14 unter identischen Voraussetzungen
berechnete Frequenzgtinge mit dem Modell 2; die mit Modell 3 bestimmten Frequenzgdnge
sind in den Abbildungen 5.15 und 5.16 dargestellt.
Emn Vergleich der drei mit den unterschiedlichen Modellen ermittelten Prequenzgdnge zeigt
zundchst leichte Unterschiede zwischen dem Modell 1 und den anderen beiden. Zwischen
den beiden Modellen 2 und 3 sind die Differenzen jedloch nur noch minimal. Dieses kann als
erstes Indiz dlafir aufgefasst werden, dass man auch bei der Berechnung von Frequenzgangen
im unteren Frequenzbereich schon bei recht groben Modellen konvergierende Ergebnisse
erhalten kann.
Bei hdheren Frequenzen kann diese Aussage natiirlich nicht mehr zutreffen. In Bereichen
oberhalb von 1 MHz macht sich die dletaillierte Modellierurig der Induktivitdten und der
Kapazitdten zunehmend bemerkbar. Auch dieses Verhalten kana an den Frequenzgdngen
der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz gezeigt werden. Als Beispiel dienen dlaffir die
Frequenzggnge der Modelle 1 und 2 in Frequenzbereich zwischen 1 MHz und 100 MHz.
In den Abbildungen 5.17 und 5.18 sowie 5.19 und 5.20 sind jeweils Betrag und Phase der
Eingangsadmittanz dlargestellt. Dabei sind Unterschiede zo erkennen.
Zundchst ist die markante Resonanzspitze, die bei Modell 1 bei etwa 1,05 MHz ermittelt
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Bild 5.11: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz 1, des 1 10-kV-/ 10-k V-Transformators ffir
das Modell 1.
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Bild 5.12: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz 1'11 des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators ffir das Modell 1.
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Bild 5.13: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz Y1, des 110-kV-/1O-kV-Transformators fiir
das Modell 2.
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Bild 5.14: Berechnete Phase der oberspanniungsseitigen Bingangsadmittanz Yn, des J110-kV-/10-kV-T~rans-
formators fiir das Modell 2.
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Bild 5.15: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz Y1, des 1 1-kV-/10-kV-Transformators ftir
dlas Modell 3.
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Biud 5.16: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmnittanz 1'I, des 1-kV-/1O-kV-Trans-
formators ftir das Modell 3.
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warden ist, im Madell 2 niclit mehr varhanden. Eine andere Spitze dhnlicher H16he befindet
sich stattdessen bei etwa 3 MHz. Einige weitere Sind zwischen 10 MHz und 100 MHz zu
erkennen. Diese nur wenig gedampften Spitzen hilden sich infalge von Resonanzen zwischen
den klijsten Energiespeichereinheiten aus, den Windungen. Bedingt durch die dabei kurze
Leiterlange k6nnen die beriicksichtigten ahmschen Widerstande einschliefihich der Wirbel-
stromeffekte die Resananz nur wenig wirksam dampfen. Tm falgenden Abschnitt wird auf
diese Eigenfrequenzen nach n§.her eingegangen.
Weiterhin ist die Anzahl der Eigenfrequenzen im Madell 1 deutlich niedriger als im Ma-
dell 2. Verursaclit wird dieses Verhalten durch die h~here Anzahl an unabhdngigen Ener-
giespeichern - Induktivitdten und Kapazit~ten - des Modells 2, dean prinzipiell gilt, dass
n Energiespeicher n Eigenwerte und damit bis zu 11 Eigenfrequenzen hervarrufen. Aus demn2
gleichen Grunde erhbht auch das Modell 3 erneut die Anzahl der Eigenfrequenzen. Die zu-
gehiirigen Frequenzgdnge Sind in den Abbildungen 5.21 und 5.22 dargestellt. Wdhrend der
aligemneine Kurvenverlauf bei Betrag und Phase weitestgehend erhalten bleibt, sirid zus5,tz-
lich im Bereich urn 10 MHz nun auch Eigenfrequenzen zu erkennen, die bei den Madellen 1
und 2 nach nicht vorhanden gewesen Sind. Ab ca. 100 Mhz Sind bei alien Madellen die
Eigenfrequenzen abgeklungen, und die Eingangsadmittanz steigt infalge des nunmehr rein
kapazitiven Verhaltens an. Priazipiell ifhnliche Prequenzg5,nge weisen auch die unterspan-
nungsseitige Eingangsadmittanz Y"22 sawie die Obertragungsadmittanzen Y12 und Y'21 auf.
Aufgrund der Unterschiede zwischen den Madellen wird deutlich, dass im Bereich von Fre-
quenzen iiber 1 MI-z die Verwendung zu grober Madelle zu wesentlich unterschiedlichen
Frequenzgitngen ftihren kanin. Dabei darf dieser Frequenzbereich nicht grundsatzlich ver-
nachldssigt werden, dena durch schuelle Schaltvorgdnge mit SF 6-Trennern ader Blitzein-
schlhge kdnnen abgeschnittene Wanderwellen entstehen, die wiederum in Schaltanlagen
mehrfach reffektiert werden. In den Spektren soldier Reflexianswellen Sind merkiich hach-
frequente Anteile enthalten. Wenn diese die entdampften Resonanzen anregen, k6nnen Teile
der Anlage, wie z.B. Schalter oder der Transformatar selber, durch zu grole Str6me zersti~rt
werden. Vergleichende Messungen des Herstellers liegen. nicht var, dean diese Sind extrem
aufwendig. Z.B. leiten die Durchfiihruagskapazitaten bei solch hahen Frequenzen schan einen
gral~en Anteil des Stromes ab.
Neben den Frequenzg4.ngen der Eingangsadmittanz sallen auch nach die Frequenzgdnge der
Eingangsimpedanz; Z11 betrachtet werden. Tm Gegensatz zur Eingangsadmittanz, die im
Kurzschlussfall die Striime bestimmt, ist die aberspannungsseitige Eingangsimpedanz urn-
gekehrt proportional zum oberspannungsseitigen Leerlaufstrom bei gegebener Spannung.
Wie auch bei der Eingangsadmittanz sallen hier wieder die Madelle 1 bis 3 untersucht wer-
den. Nach Betrag und Phase aufgeteilt, Sind die Frequenzgdnge der oberspannungsseitigea
Eingangsimpedanz Z11 des Madells 1 in den Abbildungen 5.23 und 5.24 dargesteilt, withrend
die Abbildungen 5.25 und 5.26 die Prequenzga.nge van Madell 2 und die Abbildungen 5.27
und 5.28 die van Madell 3 entialten.
Auch bei den Eingangsimpedanzen ist eine weitgehende Obereinstimmung im Frequenzbe-
reich bis 1 MHz varhanden. Tats5.chlich differieren die Frequenzgdnge der Madelle 2 und 3
in diesemn Bereich aur geringfiigig (vgl. Abbilduagen 5.25 his 5.28), wilirend hei Modell 1
Abweichungen var allem in der Phase festzustellen Sind. Oberhaib van 1 MHz treten dana
auch verstdrkt Unterschiede zwischen den Madellen 2 und 3 auf, wie emn direkter Vergleich
zwischea den Abbildungen 5.26 und 5.28 zeigt.
Als Beispiel fiir die geringe Abweichung bei niedrigen Frequenzen sei hier nach auf die Resa-
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5.3 Frequenzg5,nge von Leistungstransformatoren
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Bild 5.17: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz 1'11 des 1 1-kV-/1-kV-Transformators fiir
dlas Modell 1,
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Bild 5.18: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsadmittanz Y1, des 11-kV-/10-kV-Trans-
formators fijr deas Modell 1.
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5 Ermittlung der Ftequenzgange und Eigenformen von Leistungstransformatoren
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Bild 5.19: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsadmittanz 1,~ des l10-kV-/10-kV-Transformators ffir
das Modell 2.
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Bild 5.20: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingsangsadmittanz Y51 des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators fiir das Modell 2.
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5.3 Frequenzgiinge von Leistungstransformatoren
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Bild 5.21: Berechnete oberspannungsscitige Eingangsadmittanz Y11 des 1 10-kV-/10-kV-Transformators ffir
das Modell 3.
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Bild 5.22: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Fingangsadmittanz Y11 des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators ftir das Modell 3.
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5 Ermittlung der Frequenzgdnge und Eigenformen von Leistursgstransformatoren
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Bild 5.23: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedanz ZI1 des 1l-kV-/10-kV-T~ransformators f~r
das Modell 1.
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Buld 5.24: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsimpedanz Z11 des l10-kV-/10-kV-Trans-
formators ffir das Modell 1.

127



5.3 Frequenzgainge von Leistungstransformatoren
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Bild 5.25: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedlanz Z11 des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
dlas Modell 2.
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Bild 5.26: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsimpedanz Zn, des 11-kV-/1O-kV-Trans-
formators fiir deas Modell 2.
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5 Ermittlung der Frequenzgdnge und Elgenformen von Leistungstransformatoren
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Bild 5.27: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedanz ZI1 des 110-kV-/10-kV-Transformators fiir
das Modell 3.
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Bild. 5.28: Berechnete Phase der oberspannungsseitigen Eingangsimpedanz Zi, des 110-kV-/10-kV-Trans-
formators ffor deas Modell 3.
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5.4 Lokale Stromverteilung innerhaib der Wicklungen

nanz zwischen der Hauptinduktivitat und der Einigangskapazitiit hingewiesen. Beide Grdfcen
variieren von Modell 1 his 3 nur wenig, so dass die Eingangsimpedanz diese Ubereinstim-
mung widerspiegein muss. Die Abbildungen 5.29 und 5.30 zeigen die oherspannungsseitige
Eingangsimpedanz Z1, irn Bereich urn 100 Hz, in dem diese Resonanz bei einer Hauptin-
duktivitdt von knapp 2000 H und einer Eingangskapazitdt von einigen nF gernO

f2r 1 * (5.47)

liegen soilte. Die dlargesteliten Kurven unterscheiden sich im untersuchten Frequenzhereich
sowohi beztiglich des Betrags als auch der Phase nur urn wenige Prozent. Es ist dahei aber
keine Tendenz von Modell zu Mo deli abzuleiten, da die Modelle I und 3 fast deckungsgleiche
FRequenzgdnge aufweisen, wdhrend das Modell 2 etwas abxveicht.
Insgesamt kann als Ergebnis der Frequenzgangsberechnung festgehalten werden. dass mit der
Randelernentmethode bei nachgeschalteter Netzherechnung zwar plausible Frequenzgdnge
berechnet werden ki~nnen, mangels vergleichharer Messdlaten ist jedloch keine Aussage ilber
die Genauigkeit der Rechnungen rndglich. Als Fehlerquelle karnmt hier vor allern die Model-
lierung der Kapazit5.ten in Frage. Lediglich die sich im Frequenzhereich his 1 MHz ergebende
Konvergenz kisst darauf schlie~en, class dlas Verfahren hei einer volistdndigen Modellierung
auch realistische Ergebnisse liefern kann. Bei h~heren Frequenzen lassen sich nur noch ten-
denzielle Aussagen gewinnen. Im ndichsten Abschnitt wird nun die Frage untersucht, welche
Strornverteilungen sich innerhaib der Wicklungen hei Speisung mit einer Eigenfrequenzen
entlang der Spulenachse einstellen.

5.4 Lokale Stromverteilung innerhaib der Wicklungen

Anhand der im vorangegangenen Ahschnitt hestimmten Toradrnittanzen sind hereits die
ersten Eigenfrequenzen des 110-kV-/10-kV-Transformators ermitteit warden (vgl. daza auch
Tahelle 5.2). W~ihrend hei Frequenzen unterhaib der ersten Eigenfrequenz das magnetische
Feld weitgehend gleichmdl~ig fiber den zweidimensionalen Querschnitt verteilt ist, drndert
sich dieses Verhalten in der Ndhe der ersten Eigenfrequenz. Durch die Kapazitdten kf~nnen
Strflme aus einer Wicklung heraus- oder hineinflieflen, wie es in [131 beschrieben ist. Es bilden
siob dabei Bereiche entlang der Wicklung aus, in denen entgegengesetzte Str~me fliel~en; die
zugehfirige Feidverteilung wird Eigenform genannt. An verschiedenen Transformatoren sind
diese Eigenformen in [243 gemessen warden. Grundlage ftir regelmhi~ige Eigenformen sind
zahireiche Maschen aus weitgehend gleichen Kapazitdten und 1nduktivitd.ten zwischen den
Windungen.
Eine auf der Randelementmethode herubende Feldberechnung unter Beachtung der kapazi-
tiven Kopplungen ermbglicht eine nummerische Uberprflfung dieser Eigenformen hei Spei-
sung mit Eigenfrequenzen. Wifhrend in [133 die Eigenformen auf die Erdkapazitdten zurilck-
geftihrt werden, sind bei dem hier untersuchten Modell hauptsdchlich die Kopp elkapazi tdten
zwischen der Ober- und der Unterspannungswicklung ffir die Bildung der Eigenformen ver-
antwortlich. Als Ursache dlaffir muss vor allem die Art der Diskretisierung der Kapazitdten
angesehen werden. Bei einer Oberspannungswicklung mit Scheibenspulen werden nur Erdlia-
pazitditen an den oberen und unteren Scheiben berilcksichtigt, so dass keine Erdkapazitdten
ldngs der Spulenachse vnrhanden sind. Anders ist die Situation hei der Koppelkapazitdt. In
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5 Ermittlung der Frequenzggnge und Elgenformen von Leistungstransformatoren
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Bild 5.29: Berechnete oberspannungsseitige Eingangsimpedanz Z11 der Modelle 1 bis 3 im Vergleich in der
NLdhe der Resonanz zwischen Hauptinduktivitdt und Eingangskapazitat.
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Bild 5.30: Berechnete Phase der oberspaninungsseitigen Eingangsimpedanz Z1, der Modelle I bis 3 iso
Vergleich in der Nhhe der Resonanz zwischen Hauptinduktivitt.t und Eingangskapazittit.
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5.4 Lokale Stromverteilung innerhaib der Wicklungen

dern hier verwendeten Modell ist diese gleicimdBiig zwischen den benachbarten Leitern der
Ober- und Unterspannungswicklung aufgeteilt.
Fdr einen sekunddrseitigen Kurzschluss ist die Verteilung der Leiterstrdme entlang der Ober-
span nungswicklung fijr den Bereich der ersten zehn Eigenfrequenzen in der Abbildung 5.31
dargestelit. Deutlich zu erkennen ist die fast sinusfiirmige Verteilung der Leiterstrdme ent-
lang der Wicklungsachse. Dieses erinnert an stehende Wellen. Bei den Eigenformen ent-
spricht ejue Wellenitinge zwei Bereichen - sinusfdrmigen Bibgen - mit entgegengesetzter
Stromrichtung, wie von [24] gemnessen worden ist. Analog zu den Oberschwingungen bei
stehenden Wellen auf Saiten kommt auch hier mit jeder Eigenfrequenz eine Halbwelle da-
zu. Dabei erfiillt die Wellenlange der Oberschwingung n die aus der Mechanik bekannte
Bedingung

A, 2 h (.5,48)
n

wobei h die Spulenhdhe darsteilt, vgl. dazu audi [25]. Im Gegensatz zur schwingenden Saite,
bei der beliebig hohe Oberschwingungen auftreten ki~nnen, ist bier jedloch die Anzahl der
Eigenformen durch die Windungszahl begrenzt. Innerhaib einer Windung kann sich die
Stromrichtung nicht umkehren, so dass keine kleineren Einheiten gegeneinander schwingen
kibnnen.
Emn insgesamt recht dhnliches Verhalten ergibt sich auch im Leerlauffall, wie die Abbildung
5.32 zeigt. Zwar sind die Eigenformen bei den ersten Eigenfrequenzen noch etwas gestdrt,
aber etwa ab der fflnften Eigenfrequenz bilden sich auch bier recht deutlich sinusfi~rmige
Biigen heraus. Da die Induktivitdten sowie die ohmschen Widersttinde der einzelnen Win-
dungen der Oberspannungswicklung relativ dhnlich sind, ergeben sich ffir die Spannungs-
abfdlle entlang der Wicklung quasi identische Verteilungen. Urn rund eine viertel Wellenlijoge
der Eigenform verschoben sind hingegen die kapazitiven Strbme, die immer im Bereich des
Vorzeichenweehsels imn Leiterstromn ihr Maximum annehmen.
Im Detail sind die berechneten Stromverteilungen fiir die ersten vier Eigenfrequenzen in der
Abbildung 5.33 wiedergegeben. Dargesteilt sind Betrag und Phase der Leiterstr6me entlang
der Wicklungsachse im Kurzschlussfall. Durch die Verwendlung des Betrages ergeben sich
sinusartige Kurven f&r den Strom nur unter Berdeksichtigung der Phase. Bei jeder Nulistelle
des Betrages liegt bedingt durch den Sprung in der Phase von etwa 7r emn Vorzeicbenwechsel
im Strom vor.
Mit steigender Frequenz nimmt; die Anzahl der gegeneinander schwingenden Bereiche in den
Eigenformen zu. In gleichem Malle nimmt deren Grblle ab. Etwa bei Frequenzen von 1 -MHz
werden diese so klein, dlass sic nur noch einzelne Windungen enthalten. Man kann dann keine
Eigenformen in der Stromverteilung mehr aufl~sen. Windungen sind in diesem Modell die
kleinsten Bereiche, die gegeneinander schwingen kdnnen. Dieses wird vom induktiven Mo-
deli bestehend aus Hin- und Rtickleiter festgelegt. Durch die geringe Impedanz aufgrund der
kurzen L4nge einer Windlung kbnnen sich besonders bohe Resonanzspitzen im Bereich dieser
Eigenfrequenzen bilden, obwohl ohmsche sowie Wirbelstromverluste beriicksichtigt werden.
In den Abbildungen 5.17, 5.19 sowie 5.21 sind einige dieser fast unged§.mpften Resonan-
zen zu erkennen. Es kann dabei innerhalb einzelner Windungen zu Strbmen kommen, die
deutlich Uiber den Neunstr~men der Wicklungen liegen. Ansatzweise ist diese Uberlidhung
schon an den Stribmen bei etwa 1 MHz in der Abbildung 5.31 zu sehen. Je kiciner die
gegeneinander schwingenden Bereiche werden, desto grufler sind die Spannungsgradienten
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5 Ermittlung der Frequenzgdnge und Eigenformen von Leistungstransformatoren
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Bild 5.31: RAumliche Abhd.ngiglceit der Leiterstr~me entlang der Wicklungsachse bei einem unterspannungs-
seitigen Kurzschluss im Bereich der ersten zehn Eigenfrequenzen.
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Bild 5.32: Riumliche Abha.ngigkeit der Leiterstriime entlang der Wicklungsachse im Leerlauffail im Bereich
der ersten zehn Eigenfrequenzen.
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5.4 Lokale Stromverteilung innerhaib der Wicklungen
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Bild 5.33: Stromverteilung in der Oberspannungswicklung bei den ersten vier Eigenfrequenzen ins Kurz-
schiussfall.
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5 Ermittlung der ftequenzgd.nge und Eigenformen von Leistungstransformatoren

zwischen benaclibarten Windungen. Daraus resultierende Spannungsdifferenzen belasten die
Windungsisolation besonders stark. Dabei tritt eine soiche Beanspruchung im Abstand einer
halben Wellenldnge der Eigenform iiber die ganz Wicklung verteilt gleich mehrfach auf.
Wie scion bei den Frequenzgdngen fehien auch hier Messungen fUr einen Vergleich mit
den Rechnungen. So bleibt nur festzuhalten, dass die Kombination einer Feldberechnung
mit der Randelementmethode sowie einer Netzberechnung tatsdchlich die Eigenformen in
der Stromverteilung - und damit auch im magnetischen Feld 1§.ngs der Spulenachse - lie-
fert. Offensichtlich ist daftir das zu Grunde liegende Modell der kapazitiven Kopplungen
ausreichend. Neben den im vorangegangenen Abschnitt diskutierten Uberlegungen sind die
berechneten Bigenformen ein weiterer Hinweis darauf, dass das verwendlete Modell zumin-
dest plausibel. ist. Damit ertiffnet sich die M6glichkeit, Uberlastungen einzelner Leiter durch
interne Resonanzanregung zu berechnen und so Defekte zu vermeiden oder aufzukldren.
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6 Zusammenfassung

6 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist die Randelementmethode als Berechnungsverfahren ftir zwei-
dimensionale Feldprobleme am Beispiel von Leistungstransformatoren untersucht worden.
Durch die Abwicklung der Spulen in den Transformatoren ergibt sich eine ebene Geometrie,
die ffir die Randelementmethode die Grundlage bildet. Wesentlich fUr das Verfahren ist der
Eisenkern, der auch bei realen Transformatoren das magnetische Feld stark in die Kernebene
zieht.

Ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen werden Helmholtzsche und Laplacesche Dif-
ferentialgleichungen abgeleitet, die zusammen mit den Stetigkeitsbedingungen an den Grenz-
fldchen der modellierten Leiter das zu lsende Randwertproblem beschreiben. Als Diskre-
tisierungsschritt sind die Rander der Leiter in kleine Abschnitte, genannt Randelemente,
eingeteilt worden, auf denen das Vektorpotential und dessen Ableitung in Normalenrich-
tung als konstant angenommen werden. Die Randintegrale entlang der Leiterrdnder gehen
mit dieser Approximation in Summen iber, die als ein Gleichungssystem fir die unbe-
kannten Vektorpotentiale und deren Ableitungen auf den Randelementen angesehen werden
k~nnen. Zusdtzlich liefert dieses Gleichungssystem fUr jeden Leiter eine weitere, komplexe
Konstante, die als Spannungsabfall entlang dieses Leiters zu interpretieren ist.

Von den berechneten Konstanten ausgehend wird gezeigt, wie daraus die induktiven Kopp-
lungen zwischen Leiterschleifen und ganzen Wicklungen nummerisch zu bestimmen sind.
Damit ist es m~glich, eine Induktivitdtsmatrix ffir zweidimensionale Transformatormodel-
le zu berechnen. Aus dieser kinnen dann z.B. die Streu- oder Nullinduktivitdten ermittelt
werden. Beachtet man auch die ohmschen Anteile, so ergeben sich zusgtzlich sogar die
Kurzschlussverluste. Dabei ist die Genauigkeit, mit der Messwerte reproduziert werden,
bei den ermittelten Streuinduktivithten am gr68ten. Abweichungen von unter 1 % sind
m6glich, unter 5 % zumindest die Regel. Dabei ist Methode an verschiedenen Bautypen
realer Transformatoren verifiziert worden. Es werden ffir diese Vorausberechnungen aus den
Entwurfsparametern des Herstellers keine Erfahrungsfaktoren benitigt. Allerdings steigen
die Fehler bei Wicklungen, die nicht in der Nahe der Joche enden, stgrker an. Die Ursache
daffir dfirften Fensterquerfliisse sein, die mit einem zweidimensionalen Modell nicht genau
genug zu erfassen sind.

Als eine weitere Anwendung k~nnen die Wicklungskrdfte berechnet werden. Dabei werden
Differenzen in der magnetischen Energie betrachtet, die durch kleine Verschiebungen der
Wicklungen hervorgerufen werden. Wdhrend die radialen Normalkrafte etwa bis auf 2 % die
Erfahrungswerte erreichen, treten bei den entlang der Wicklungsachse wirkenden Schub-
krdften nur Ergebnisse mit einem breiteren Toleranzbereich auf. Wiederum sind Querfelder
ausschlaggebend, denn sie rufen die Schubkrdfte hervor. Dagegen werden die Normalkrdfte
von den wesentlich genauer zu berechnenden Lngsfeldern verursacht. Insgesamt ist das
Verfahren der Kraftberechnung diber die magnetische Energie vor allem wegen der deut-
lich geringeren Anforderungen an Rechnerressourcen einer Integration der Lorentz-Kraft
tiberlegen.

Abschlieflend werden die Frequenzgdnge und Stromverteilungen in den Wicklungen betrach-
tet, die sich bei einer Speisung mit einer Eigenfrequenz des Transformators ausbilden. Dazu
ist die Feldberechnung um eine Netzberechnung ergdnzt worden; sie berticksichtigt die kapa-
zitiven Kopplungen zwischen den Leitern. Fiir die Erd-, Koppel-, Scheiben- und Lagenkapa-
zitaten konnten teilweise Messwerte verwendet werden, teilweise galt es, Abschdtzungen mit

137



ejofachen Kondensatorgeometrien Zn benutzen. Die ermittelten Frequenzgdnge entsprechen
den messtechnisch bestimmten Verldufen von anderen ransformatoren und sind bel nied-
rigen Prequenzen unabhdangig von der Modellierung. In den berechneten Frequenzgdngen
sind zahireiche Eigenfrequenzen vorhanden, vor allem im Bereich oberhaib von 1 MHz. Bei
den Eigenfrequenzen bis Zn 1 MHz konoten in der Stromverteilung innerhaib der Wicklun-
gen Eigenformen nachgewiesen werden, die mit denjenigen iibereinstimmen, die in friiheren
Arbeiten gemnessen worden sind.
Von grundlegender Bedeutung fiir die in dieser Arbeit dargesteilten Rechnmungen sind die
verfiigbaren Rechnerressourcen. Zwar ist mit der Randelemeotmethode vomn Ansatz her eine
recht genaue Modellierung bei vertretbarem Speicherbedarf mbglich. f&i die voflstdndige
Nachbildung eioes dreiphasigen Transformators reichen jedloch auch die heute verftigbaren
Hbchstleistuingsrechner nicht aus. Dieses wird schon in wenigen Jahren anders sein. Dann
k6nnten Modelle mit deutlich mehr Randelementen auf den Leitern berechnet werden, urn
die bislang nicht prdzise erfassten Querfelder sowie die Zusatzverluste besser bestimmen zn
ki~nnen. Auch soilte dann die Rechner- Hardware, die ffur diese Arbeit ben6tigt worden ist,
kein Hindernis mehr darstellen, urn die Randelcmentmethode in der Praxis einzusetzen. Eine
Verailgemeinerung des Problems auf drei Dimensionen kann ebenfalls dazu beitragen, die
Felder genauer als bisher zu erfassen, sobald entsprechende Rechenleistuog zur Verftig-ung
steht.
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A Erlduterung des GauB-Algorithmus auf Blockmatrixbasis

A Erlduterung des GauI3-Algorithmus auf Blockma-
trixbasis

In diesem. Abschnitt wird anhand eines kleinen Beispiels die Funktionsweise und das Spei-
cherplatzverhalten des im Programm REM verwendeten Blockmatrixalgorithmus verdeut-
licht. Zu lisen ist emn lineares Gleichungssystem, wie es bei der Berechnung eines einphasigen
Transformatormodells unter Beriicksichtigung der Symmetrie entsteht. Als obere Grenze
w5ahit man fojr die Anzahl der Bldcke den Wert 5. Damit erhdlt das sich ergebende Glei-
chungssystem die folgende Stniktur:

[01 [a2.] [0] [a241 [a251 IX2 [01
[ass] [a321 [a331 [a34] [0] 1 [X31 1 0] (A.1)
[a4l] [a42] [a431 [a44] [0] [x4 1 0]

[0] [0] [a53] [a541 [ass] / ~[x] / a56]

In dieser Darstellung kennzeichnet [0] eine Nuilmatrix und [aij] einen Matrixblock, der aus
den Eingabedaten bestimmt werden kann. Die gesuchte Lbsung besteht aus den Matrix-
bli~cken [xil. In der weiteren Rechnung ist [E] eine Einheitsmatrix und mit [bij], [cij], [dj]
und [eij] werden neu berechnete Matrixblbcke bezeichnet. [h] ist eine Hilfsgriile, die als
kurzzeitiger Zwischenspeicher dient.
Zur Veranschaulichung des Speicherplatzbedarfs soil die vereinfachende Annalime gemacht
werden, dass alle Matrixbldcke gleich groB sind. Dieses ist zwar in der Praxis meistens
nicht exakt der Fall, reicht aber hier aus, urn den prinzipiellen Effekt zu verdeutlichen. Als
Vergleich dient emn herk6mmlicher Gaul3-Algorithmus zur Lisung eines linearen Gleichungs-
systems, bei dem alle Matrixblbcke bekannt sein miissen und damit Speicher belegen. In
diesem Fall sind das 35 Blockmatrizen. Davon sind 18 am Anfang belegt, 5 gehdren zumn
Ldsungsvektor und die ibrigen 12 sind zun5chst leer.
Es sollen zwei Falle unterschieden werden: Zum einen die vollstdndige Lilsung des Glei-
chungssystems, wie sie etwa f~r die Berechnung der Felder oder Strdme an einer beliebigen
Stelle der xy-Ebene bendtigt wird, und zum anderen die Teilldsung, bei der nur [zs] be-
stimmt wird wie bei der Streuinduktivittsberechnung. Der Speicherbedarf im ersten Fall
wird mit V, der im zweiten Fall mit T bezeichnet.
In beiden Fallen wird zundchst die ersten Zeile mit der Inversen des Matrixblockes [all]
multipliziert. Dabei wird aus [all] die Einheitsmatrix [E], also muss diese Rechnung nicht
ausgefiihrt und das Ergebnis - [E] - nicht gespeichert werden. Auf diese Weise werden Zeit
und Speicherplatz gespart. Analog ergeben die Multiplikationen des Inversen von [all] mit
den Nuilmatrizen in den Spalten 2 und 4 wieder Nullmatrizen, die ebenfalls weder berechnet
noch gespeichert werden mtissen. Tm. Detail werden die Operationen 1 bis 9 durchgeftihrt.

Nr. Operation V T
1 Erzeuge [all] 1 1
2 Berechne [b55] =[al]-' 2 2
3 Lbsche [all] 1 1
4 Erzeuge [as 3] 2 2
5 1Berechne [b13] = [b15] - [a13] 3 3
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Nr. Operation V T
6 Lbsche [a13] 2 2
7 Erzeuge [als] 3 3
8 Berechne [b, 5] = [b11] [ a,5] 4 4
9 L6sche [alsJ,[bill 2 2

Tabelle A.l: Bearbeitung der ersten Zeile des Gleichungssystenis.

Damit bekommt die erste Zeile der Matrix des linearen Gleichungssystem die Gestalt

( [E] [01 [b131 [0] [b, 5] ) . (A. 2)

In einem weiteren Schritt miissen in der ersten Spalte iiberall unterhalb der erste Zeite
Nuliblbcke erzeugt werden. Dazu werden nur die Zeilen 3 und 4 bearbeitet, wail in den
anderen Zeilen in der Spalte 1 beraits eine Nullmatrix staht. Zur Erzeugung von Nuilmatrizan
in der ersten Spalte zieht man emn entsprechendes Vielfachas dcr erstan Spalten von den
betreffanden Spalten ab. Anch dabai werden die Rechenvorteile ausgenutzt, die sich durch
Nuilmatrizen ergaben.

Nr. Operation ViiT
10 Erzeuge [a31] 3 3
11 Barechne [h] = [a31] [b13] 4 4
12 Erzeuge [a33 1 5 5
13 Barachna [b33] = [a33] - [h] 6 6
14 Lbsche [h],[a33] 4 4
15 Barechne [h] = [a3l] . [b,,] 5 5
16 Berechne [b35] = -[h] 6 6
17 Lbsche [h],[a 3 l] 4 4
18 Erzeuga [a41] 5 5
19 Berechne [h] = [a4j] - [b13] 6 6
20 Erzeuge [a43] 7 7
21 Berechne [b43] = [a43] - [h] 8 8
22 Lbsche [h],[a43] 6 6

22a Lbsche [b13] 6 5
23 Berechne [h] = [a4l] -[b15] 7 6
24 Berechne [b45] = -[h] 8 7
25 Lbscha [h],[a 4 l] 6 5

25a Lbsclie [bid] 6 ,4

Tabelle A.2: Erzeugen von Nullen in der ersten Spalte.

Die Operationan 22a und 25a warden dann ausgefflhrt, wenn nor die Teillbsung [x5] bestimmt
werden soil. Nachdam in der arstan Spalte Nulimatrizen erzeugt warden sind, ergibt sich ais
Zwischenergebnis das Gleichungssystem
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A Erlduterung des GauI3-Algorithmus auf Blockmatrixbasis( E] '0] 1,,] '0] 11] (Xi] 'I[0
[0] [a2]. 0 ] [0 [2] [X21 [0]
[0] [a32] [b331 [a34] [b ~~ I X3] [0] (A.3)
[0] [a421 [b431 [a,4] [b45] I X41 1 0]
[01 [0] [a53] [a54] [a55]/ \ [X51 / [a56]/

Fu~r alle weiteren Zeilen und Spalten wiederholt sich dlas bisher fiir die erste Zeile und
Spalte geschilderte Vorgehen. So wird die zweite Zeile folgerichtig mit dem Inversen von
[a22] multipliziert.

Nr. Operation V T
26 Erzeuge [a22] 7T 5
27 Berechne [b221 = [022]-' 8 6
28 Lbsche [a22] 7 5
29 Erzeuge [a24] 8 6
30 Berechne [b24] = [b22 1 - [a24] 9 7
31 L6sche [a24] 8 6
32 Erzeuge [a25] 9 7
33 Berechne [b25] = [b22] . [a251 10 8
34 Ldsche [a25],[b22] 8 .. 6

Tabelle A.3: Bearbeitung der zweiten Zeile des Gleichungssystems.

Analog zur ersten Zeile nimmt damit die zweite Zeile die Form

( [0] [E] [0] [b241 [b25] ) (A.4)

an. Auf diese Weise kbnnen in der zweiten Spalte unterhaib der zweiten Zeile Nuilmatrizen
erzeugt warden.

Nr. Operation V T
35 Erzeuge [a2 ]9 7
36 Berechne [h] = [a2]- [b24] 10 8
37 Erzeuge [a34] 11 9
38 Berechne [b341 = [024] - [h] 12 10
39 Lbsche [h],[a34] 10 8
40 Berechne [h] = [a32] - [b51 11 9
41 Berechne [C351 = [b35] - [h] 12 10
42 Lbsche [h],[b5],[a32] 9 7
43 Erzeuge [a42] 10 8
44 Berechne (h] = [042] . [b24] 11 9

44a Lbsche [b24] 11 8
45 Erzeuge [044] 12 9
46 Berechne [b44] [044] - [h] 13 10
47 Liische [h],[a44] 11 8
48 Berechne [h] 10j42] [b25] 12 9
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-Nr. Operation V T
49 Berechne [c45] = b41 - [h] 13 10

49a Ldsche [b25] 13 9
50 Lbsche [h],(a42],[b45] 10 6

Tabelle AA4 Erzetigung von Nullen in der zweiten Spalte.

Wie schon zuvor werden die Operationen 44a und 49a nur bei der Teilibsung des linearen
Gleichungssystems durchgefiihrt. Inzwischen ist emn maximaler Speicherbedarf mit 13 bzw.
10 Einheiten erreicht worden. Das Gleichungssystem nimmt jetzt die folgende Gestalt an:

A [0 E [ 0,] [02] [b 25][Z x , 0]

I[0] [0] [b3 3] [b34  [C1] - ([X31 [0] A.5
[0] [0] [b, 3] [b,4] [C451 j X3] j 10] A
[0] [0] [a53] [054] [05,51/ \[Xs] \a561/

Anschlie~end werden nun die dritte Zeile und Spalte bearbeitet.

Nr. Operation V T
51 Berechne [C331] [b3 1  11 7
52 Ldsche [b33] 10 6
53 Berechne [C34] = [C331 [b34 1 11 7
54 Lbsche [b341 10 6
55 Berechne [d35 1 = [C331 ] C351 11 7
56 Lbsche [C33],[C3,5] 9 5
57 Berechne [h] = [b43 1] ]C3 1  10 6
58 Berecline [C441 = [b44] - [h] 11 7
59 Ldsche [h]4[b44] 9 5
60 Berechne [h] =[a43] . (d33] 10 6
61 Berechne ]d45] [C451 - [h] 11 7
62 Ldsche [h],[b43],[C45] 8 4
63 Erzeuge [a53] 9 5
64 Berechne [h] = [a53] [ C3 1  10 6

64a LEdsche [C34l] 10 5
65 Erzeuge [Osi] 11 6
66 Berechne [b541 = [054 ] - [h] 12 7
67 Ldsche [h],]a54] 10 5
68 Erzeuge [055] 11 6
69 Berechne [h] = [a531 . d35 1 12 7

69a Ldsche [d35] 12 6
70 Berechne [b55] = [a55] - [h] 13 7
71 Ldsche ]h],[oa],[a55] 10 .4

Tabelle A.5: Beaxbeitung der dritten Zeile einschlieflich Erzeugung
von Nullen in der dritten Spalte.
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Auch bei diesem Schritt sind die Operationen 64a sowie 69a nur bei einer Teilliisung des
linearen Gleichungssystems aaszufiihren. Nach der dritten Iterationsstufe ergibt sich([E] [0] [613] [0] [b, 5] / [I] / [0]

[0] [E [0] [b24] [b251 I[X2]j [0]
[0] [0] [E] [C34] [d35] - [X31 = [0] (A.6)
[0] [0] [0] [C441 (d4 51 IX4 [x1 0]
[0] [0] [0] [b54] [b55] / IX51,I [as6]

fur das Gleichungssystem. Ab jetzt nimmt der Speicherbedarf langsam ab. Die nun durch-
zuftihrende Bearbeitung der vierten Zelle und Spalte ist schon deutlich ktirzer.

Nr. Operation V T
72 Berechne [d44] [C44

1  11 5
73 Lbsche [C44] 10 4
74 Berechne [64 5[ = [d44 1 [d45 1 11 5
75 Ldsche [d,,] ,[d4l 9 3
76 Berechne [h] = [b54] [ e45] 10 4

76a Lbsche [e45] 10 3
77 Berechne [C55] = [b55] - [h] 11 4
78 Ldsche [h],[b 54j,[b55] 8 11

Tabelle A.6: Bearbeitung der vierten Zeile einschlie~lich Erzeugung
von Nullen in der vierten Spalte.

Weeder wird die Operation 76a nur bei der Teilluisung des linearen Gleichungssystems aus-
gefiihrt. Vor dem letzten Iterationsschritt hat das Gleichungssystem die Form

AE [0] [bl 3] [0] [b15] / ei ( 0( 0 E 0 b 4  65 x]~ 0[0] [0] [E] [C34[ [d351 - [-3]1 z [0] (A.7)
[0] [0] [0] [0] [e45] \ Xe] j [01]

Mit den anschliel~enden Operationen ist das Gleichungssystem so weit gelbst, dass [X5] be-
stimmt werden kann.

-Nr. -Operation V IT

79 Berechne [d551 = [C551]' 9 2
80 Lische [c55] 8 1
81 Erzeuge [a56] 9 2
82 Berechne [b561 = [de551 [d56] 10 3
83 ,LUsche [a56],[dee] 8 1

Tabelle A.7: Bearbeitung der letzten Zeile des Gleichungssystems.
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In der Form

( [E] [0] [b13[ [0] 1 5 \ 1 ( x \ 0]
I 0] [E[ [0] [b24[ [b,,,[ lx, I z I 01

[0] [0] [E] [C34] [d35 1 j [X31 [0] (A. 8)
[0] [0] [0] [E] [e4]J lIX4j [0]'[0] [0] [0] [0] [E]/ \[X] / [b56]J

kann man [X5[ = [b56] direkt ablesen. Will man auch noch [x1[ bis [X4[ berechnen, so sind
auch oberhaib der Diagonalen Nulimatrizen zu erzcugen. Da diese Operationen nor noch
ftir die vollstiindige Lbsung des Gleichungssystems relevant sind, ist der Speicherbedarf ffur
die Teillbsung T nicht mehr angegeben.

Nr. Operation V
84 Berechne [h] = [e451 [b56] 9
85 Berechne [b46 1 = -[h[ 10
86 Lbsche [h[,[e4,q[ 8
87 Berechne [h] = [d35[ [b56] 9
88 Berechne [b36[ = -[h] 10
89 Lbsche [h],[d 35] 8
90 Berechne [h] = fb25] [bss[ 9
91 Berechne [b26] = -[h[ 10
92 Ldsche [h],[b 25[ 8
93 Berechne [h] = [b 1 [ [b,,[ 9
94 Berechne [b16[ = -[h] 10
95 Ldsche [h],[b15[ 8
96 Berechne [h] = [C34[ [ b46] 9
97 Berechne [C36] = [b,36] - [h] 10
98 Ldsche [h[,[bss],[C 34] 7
99 Berechne [hi = b24[ [b61] 8

100 Berechne [C26] = [b26 1 - [h] 9
101 Lbsche [h],[b 26],[C24] 6
102 Berechne [h] [b131 [C36) 7
103 Berechne IC16] = [b61 - [h] 8
104 ,Ldsche [h[,[b 13[,[b 16[ 5

Tabelle A.8: Erzeugung von Nullen oberhaib der Diagonalen.

In der nun vorliegeniden Form

I[ [1 [0] [0] [0] [0]\ [Xi] \ C16[
[0] [E [0] [0] [0j [x] [-21 I
10] [0] [A [0] [0ij I31 = [C361 (A. 9)
[0] [0] [0] [E] [0]j I[-4i I [b461
10] [0] [0] [0] [E/ \,X5]1 [b56J

kann die komplette Lbsung des Gleichungssystems abgelesen werden.
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Operationskette

Bild A.l: Vergleich des Speicherbedarfs bei einer vollstsndigen Losung des linearen Gleichungssystems (V)
mit demn bei der alleinigen Bestimmung von [x5] (T). Zungchst ben6tigen beide Rechnungen den gleichen
Speicher. Im weiteren Verlauf der Operatinskette sinkt T schneller als V.

Es zeigt sich, dlass eine vollstdndige Ldsung des Gleichungssystems eine urn etwa 25 % luingere
Operationskette beniitigt als die Teilliisung, bei der nur der unterste Block im Ldsungsvektor
bestimmt wird. Relevant fUr die Rechenzeit sind jedoch nur einerseits die Matrizenmultipli-
kationen, die etwa 90 % des Rechenzeitbedarfs ausmachen, der bei der Lisung groller Glei-
chungssysteme entsteht. Andererseits entfallen ungefifhr 8 % auf die Inversionen, w5hrend
die Subtraktionen, das Erzeugen der Matrizen und der ganze Rest des Programms die ver-
bleibenden 2 % der Zeit benbtigen. Unter diesem Gesichtspunkt muss man die Anzahl der
Matrizenmultiplikationen und -inversion vergleichen. Die vollsta.ndige Ldsung des linearen
Gleichungssystems enthitit insgesamt 33 dieser Operationen, die Teilibsung nur 26. Audi
hier betrd.gt die Ersparnis etwa 25 %. Diese Zahien lassen sich mit einemn Gaul3-Algorithmus
vergleichen, der im herkdmmlichen Verfahren oboe Kenntnis von Null- und Einheitsmntrizen
und den damit einher gehenden Rechenvorteilen arbeitet. GemS.0 [10] beniitigt der Gau3-
Algoritlimus in' Multiplikationen und Divisionen, bei der vorliegenden Dimension n = 5
also etwa 42. Dazu weist das hier verwendete Verfabren eine Ersparnis von 21 % bei der
volistdndigen und 32 % bei der teilweisen Liisung des Gleichungssystems auf.
Wesentlich interessanter sind jedoch die Aussagen fiber den Speicherbedarf, der bei den im
Rabmen dieser Arbeit durchgefiihrten Rechnungen iiberwiegend die Engpassgr50e darsteilt.
Wahrend f~r einen L6sungsalgorithmus, der das gaoze System im Speicher halt, 35 Einheiten
Speicher benfltigt werden, verbrauclit der Blockmatrixalgorithmus our 13 Einheiten ffur die
volistandige Lflsung und maximal 10 Einheiten ffir die Teillulsung zur Bestimmung des letzten
Blockes im Lbsungsvektor. Des entspricht einer Reduktion auf 35 % bzw. unter 29 % des
urspriinglichen Speicherbedarfs. Der jeweils benfltigte Bedarf im Verlauf der Operationskette
ist Abbildung A. 1 zu entnehmen.
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B Verwendete Rechner

Fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen Sind vier Rechner verwendet worden.
Urn aus den Angaben zur Rechenzeit Abschdtzungen fdr andere Rechner ableiten zu kdnnen,
sollen in diesem Anhang die im Text nur benannten Rechner genauer beschrieben werden.
Grundsiitzlich beziehen sich alle genannten Rechenzeiten auf die benibtigten CPU-Zeiten,
also die Sumnme der Rechenzeiten aller verwendeten Prozessoren.

" Hewlett-Packard V2250

Der Paralleirechner der Universitdt der Bundeswehr Hamburg ist mit 16 PA-Risc 8200-
Prozessoren mit 240 MHz Taktfrequenz und 8 Gigabytes Hauptspeicher ausgestattet.
Einzelne Rechnungen Sind mit 6 CPUs und bis zu 4 Gigabytes RAM durchgefiihrt wor-
den. Regelmd0ig stand Auslagerungsspeicher his maximal 15 Gigabytes zur Verfigung,
so dass die groften Rechnungen auf dieser Anlage nicht durchgefiihrt werden konnten.

Auf dieser V-Klasse wie auch auf den anderen Rechnern von Hewlett-Packard ist die
Mathemnatikbibliothek MLIB von Hewlett-Packard ffir die Multiplikation und Inversi-
on von Matrizen verwendet worden(vgl. [25]). Diese Bibliothek ist fiir die entsprechen-
den Rechner optimiert und parallelisiert automatiscb. Verbesserungen an der MLIB
haben im Laufe dieser Arbeit zn einem erheblichen Leistungszuxvachs gefohrt.

" NEC SX-4

Auf zwei Rech-nern dieses Typs am H6chstleistungsrechenzentrum Stuttgart konnten
maximal 16 CPUs und 4 Gigabytes RAM genutzt werden. Zusdtzlich Standen etwa emn
Gigabyte an speziellem Expansionsspeicher sowie unbeschriinkter Festplattenplatz zur
Verffigung. Aufgrund des heschriinkten Rechenzeitkontingents und langer Wartezeiten
Sind diese Rechner nicht ihrer Leistungsfithigkeit entsprechend verwendet worden.

Da zumn Zeitpunkt der Implementation auf der NEC SX-4 keine parallelen Mathema-
tikbihliotheken zur Verf~gung Standen, mussten eiofache selbstentwickelte Multiplika-
tions- und Inversions routinen ffir parallele Berechnungen verwendet werden.

" Hewlett-Packard N4000

Dieser Server des Fachgehiets fUr Elektrische Energieversorgung und Hochspannungs-
technik irn Fachbereich Elektrotechnik der Universitdt der Bundeswehr Hamburg ist
mit 2 CPUs vom Typ PA-Risc 8500 mit 360 MHz Taktfrequenz sowie 4 Gigabytes
RAM ausgestattet, die komplett genutzt worden Sind. Weiterhin waren bis zu 140 Gi-
gabyte tempordrer Auslagerungsspeicher auf der Festplatte nutzbar. Deshaib Sind die
grtiBten Rechnungen auf dieser Maschine durchgeffihrt worden.

" Hewlett-Packard L2000

Der Applikatloosserver des Fachgebiets fUr Elektrische Energieversorgung und Hoch-
spannungstechnik ist nur fiir wenige kleinere Berechnungen eingesetzt worden, urn den
Benutzerbetrieb nicht zu beeintrdchtigen. Er ist mit 4 PA-Risc 8500-Prozessoren mit
einer Taktfrequenz von 440 MHz ausgerostet. Die 4 Gigabyte Hauptspeicher Sind nicht
ausgenutzt word en.
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